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AVVERTIMENTO. 


Lj parie elementare delle Matematiche , ben- 
ché faccia avanzare i progressi dell 9 umano 
intendimento , pure non promove di molto i 
vantaggi della società se è mancante della 
teoria de’ Logaritmi ; dell’ applicazione dell’Al- 
gebra alla Geometria; della soluzione dei trian- 
goli rettilinei e sferici , che si ha dalle due 
Trigonometrie ; in somma di (pianto ha rap- 
porto colle arti ragionate. 

È forza però confessare che, quando di tali 
ricerche occupar si volessero gli elementi della 
scenza del calcolo , non lo potrebbero fare che 
a dispendio di quella generalità e di quella 
esattezza che si richiede da quella parte della 
Filosofia che è la più rigorosa delle altre tutte. 

Ed è perciò che di esse formiamo un volume 
separato ad oggetto che servano : i soli ele- 
menti a chi altro non richiede dalle Miatema- 
tiche che V essere di vero Logico ; gli elementi 
medesimi in combinazione con il presente Ionio 
a chi voglia ritrarre i primi vantaggi dalla 
scenza del calcolo : il rimanente del nostro 
corso a chi aspiri ad esser più del Geometra 
pratico o del semplice Artista ragionatore. 
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; ' Le niaterie sono state da noi estratte prin- 
cipalmente dalla introduzione al Calcolo del 
Giamboni , e dagli elementi del Sig. 
Bourdon. Saremo contenti se si riconoscerà che 
abbiamo un qualche merito per la scelta ed or- 
dine che dato abbiamo alle materie. 
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CAP. I. 



i. Nei due primi volami furono riguardale le quan- 
tità sotto 1’ aspetto di cognite e d’ incognite ; passiamo 
adesso a riguardarle come costanti e come variabili. 

Quella quantità clic nel medesimo calcolo conserva 
qualsiasi valore, ma unico, dicesi costante : e quella al 
contrario cLie è capace di molti , od anche d’ infiniti 
valori si denomina variabile. Sarà dunque p. cs una 
quantità variabile il lato degl’ infiniti poligoni regolari 
che possono iscriversi ad un medesimo cerchio ( V. tom. 
a. ) ; come pure il valor radicale della a , o di qua- 
lunque numero irrazionale , dandoci questo un indefi- 
nito numero di valori sempre più prossimi al vero. 

Similmente nella espressione S = \ xy , ove S è la 
superficie costante di un triangolo ed x Ja sua base ed y 
l’ aliezza , tanto la x che la y potranno ricevere un in- 
definito numero di valori. Dunque un triangolo di su- 
perficie costante ha la base e 1’ altezza variabili. 

Le cifre algebriche a , b, c, che hanno servito 

a rappresentare nei primi due volumi le quantità note, 
d’ ora in poi indicheranno le costanti ; mentre le x , 
y , z , usate per le incognite , verranno impiegate per le 
variabili, a meno che non si avverta in contrario. 

Nella forinola costante dello sviluppo del binomio 
( a -j- b )", se riguarderemo m come quantità prima- 
ria dir dovremo che la formola è funzione dell’ espo- 
nente m. Così nella soluzione delle equazioni di secondo 
grado già si è veduto che i coefficienti sono funzioni delle 
radici; ciò che ha luogo per qualunque equazione, come 
vedremo in appresso. E generalmente la formola a m + 
b n + risarà funzione di a, b, c, ovvero di m, n , r, 
secondo che 1’ una o 1’ altra di queste sei quantità co- 
stanti della formola si assume per primaria. Quando però 
si tratti di forinola costituita da costanti c da variabili, 
siccome il suo valore cangia col cangiarsi quello delle 
variabili , perciò allora la formola diecsi esclusivamente 

n 

funzione delle variabili; onde avendosi y—y^ x m y 
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6 , ... 
y = ax m — bz' ( funzioni che diconsi di forma deter- 
minata perchè le variabili e le costanti vi entrano in nna 
maniera determinata ) nella prima espressione la y è fun- 
zione di x , nella seconda lo è di a; e di z. 

Le funzioni vengono indicate ancora dalle espressioni 

F (x) , ovvero f ( x ,'y ), od anche 9 ( x,y, z ), 

( funzioni che si denominano di forma indeterminata atte- 
soché restano occulte le combinazioni delle variabili colle 
costanti) ove F,f, q>, non sono già cifre alge- 

briche , ma semplici lettere indicanti solamente certe 
occulte espressioni in cui trovansi combinate in qua- 
lunque modo quelle variabili che vengono poste in evi- 
denza e dalle quali principalmente dipende il valore 
della funzione , cioè nella 1.* dalla x; nella 52 .' dalle 
x, y; nella 5 ." dalle x,y, z, ec. Lercio l 1 equazione y — 
f (x) altro non dice, senonchè y è funzione dipendente 
dal valore della variabile x; mentre dalla y= f ( x, z) 
viene indicalo essere y funzione delle due variabili x, z. 
Lo stesso deve intendersi di altre consimili equazioni. 

Faremo bensì avvertire usarsi ancora i simboli^*, y x t , 

per indicare essere la y funzione di x, o di x e di z 
nel tempo stesso. 

a. Diconsi funzioni algebriche quelle che dipendono 
d ille variabili introdotte nelle espressioni mediante qua- 
lunque delle sei operazioni dell’ algebra elementare. Ve- 
dremo poi quali siano le funzioni trascendenti. 

La funzione algebrica espressa da variabili affette da 
esponenti fratti, ossia da radicali, si denomina irra- 
zionale. Si comprende da ciò qual sia la funzione alge- 
brica razionale. Diremo poi essere intera quella fun- 
zione la di cui espressione abbia il solo numeratore af- 
fetto da variabili con esponenti positivi : Nel caso con- 
trario la denomineremo frazionaria. P. e. essendo a, 

b,.. h\ a 1 , b 1 h‘ cifre costanti , ed m, n, 

numeri interi positivi, avremo nella 


axT -f- bx m ~' -|- cx m ~ * + + A 

una funzione intera di x; mentre nella 

ax m -f - bx m ~ l 4- ex— 1 + + h 

o'x"+ A'x ,,_ ‘+c'x""' a 4- + h' 


riconosceremo una funzione ii razionale fratta. 

Le funzioni tanto algebriche che trascendenti di una 
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Tariabile diconsi uniformi , o biformi , o 

moli formi , dal ricevere o uno , o due , o molti valori 
da un’ unico valore che diasi alla variabile stessa. Onde 
nella y — a -j- bx , sarà y funzione uniforme di x , 
perchè da qualunque valore successivo dato ad * la y 
acquista un diverso valore, ma unico. Mentreche nella 

, . y' —py + 9 = ° . 

( ove p , e q si suppongono lunzioni uniformi di x ) 
sarà y funzione biforme , perchè y ha due valori di- 
pendenti da uno soltanto della a:. Dunque le funzioni 
razionali tanto intere che fratte , sono uniformi ; le 
irrazionali quadrate sono biformi ; e vedremo a suo 
luogo essere triformi le irrazionali di terzo ordine , 
e J^in generale r*" mi le irrazionali dell’ordine r" 10 . 

3. Se le funzioni fin qui considerate di diversa forma 
diconsi dissimili , avremo nelle funzioni della forma 
y = V'(ax — x'),u=y r '(az—z % ) 
o di qualunque altra forma analoga, tante funzioni si- 
mili , perchè dipendenti queste dalle stesse costanti , e 
da eguali forme delle variabili. 

In generale , se in una funzione della forma F ( x , 
y> ) le variabili ricevano nel tempo stesso un qual- 
che cangiamento, divenendo x 1 , y 1 , avremo la 

x > y, ) simile alla F ( x',y\ ), e perciò x m è 

simile ad ( x + / )”*, ed * è simile ad — ^ x ^ /l , 

Diconsi anche simili le due funzioni 

ax r + bx'~'- 1- caT-;+ + h-, ay r +by'-'-\- cy r -+....+^, 

attesoché 1’ una si converte nell’ altra colla sola per- 
mutazione delle variabili. 

4 De funzioni distinguonsi in omogenee ed in eteroge- 
nee. Sarà omogenea quella che contiene in ogni termine 
uno stesso numero di fattori variabili , come p. e. ax * + 
bxy + oxz -f-dy'-f- ; in caso contrario diremo sol- 

tanto essere la funzione variabile. 

•E riguardo alla omogeneità deve distinguersi 1’ omo- 
geneità algebrica dalla geometrica. Una qualche idea 
della omogeneità algebrica ci vieti somministrata dallo 
sviluppo del binomio Newtoniano e dalla esposizione 
delle proporzioni; giacché per omogeneità algebrica s’ in- 
tende una espressione costituita da termini interi razio- 
nali , c di un egual numero di dimensioni. 
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Se tutti questi caratteri si presenteranno chiaramente 
nella espressione algebrica allora diremo essere esplicita , 
la sua omogeneità; altrimenti l’ omogeneità sarà implicita. 

Per comprendere fin da ora in qualche modo questa 
duplice omogeneità conviene osservare primieramente , 
che ciascuna cifra tanto cognita che incognita di qual- 
siasi forinola algebrica intera s’intende essere l’espres- 
sione di un rapporto implicito fra cotesta cifra e la ori- 
ginaria unità convenzionale voluta dall’ indole del que- 
sito. In simili formole ove non regnano che rapporti 
impliciti, non verrà ad alterarsi l’omogeneità da quelle 
operazioni algebriche che vanno ad effettuarsi per libe- 
rare i termini dai respettivi denominatori. 

Che se per semplicità di calcolo vorrà riguardarsi come 
unità una delle cifre fissate già dal quesito, e con que- 
sta unità esplicita verranno paragonate tutte le altre ci- 
fre algebriche del nostro quesito , è allora che otterremo 
dei nuovi rapporti espliciti che produrranno una appa- 
rente mancanza di omogeneità nei termini che risulte- 
ranno dalla nostra espressione. Diciamo apparente, per- 
chè l’ omogeneità che in realtà continua aa esistere po- 
trebbe rendersi sensibile riprodueendo la cifra che si è 
resa invisibile perchè ci piacque di riguardarla come 
unità di confronto. 

Questo cenno da noi fatto sull’ omogeneità algebrica 
riceverà ancora una luce maggiore prendendo a discu- 
tere 1’ omogeneità geometrica che veramente può inte- 
ressarci. 

5. I problemi di geometria o riguardano le linee , o le 
superfici , o i solidi; e ridotti in equazione ci daranno 
in a * 1’ espressione quadratica della linea a , ed in ab 
il prodotto di due linee, espressioni di superfici. Sarà 
poi a ! 1’ espressione di tre fattori identici , ed a'b, ov- 
vero abe saranno tre fattori combinati fra loro; cosichè 
da queste espressioni verrà rappresentato un solido qua- 
lunque. 

Siegue di qui che un problema geometrico ridotto 
all’ equazione j4x = B ci presenterà in ciascuno dei 
termini di questa equazione un egual numero di dimen- 
sioni ; cosicché in x—^- ( ove x si supponga di prima 
dimensione ) '1* omogeneità dipenderà dall’essere il deno- 
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minatore A di una dimensione di meno del suo nu- 
meratore -fl- 

Che se nella equazione x' = C, dalla quale viene 
espressa una superfice , supporremo C = — , cioè nx'= 


x = — 
c 


m , cd * = ff C = f/~ —, conosceremo che l’omoge- 
neità delle radici quadrate di valori frazionarj consiste 
nell’ essere il denominatore n di due dimensioni di meno 
riguardo a quelle del suo numeratore m della frazione 
sotto il vincolo. Diamo qualche esempio delle omoge- 
neità esplicite ridotte ad omogeneità implicite. Siano le 

ab 2 a 3 b'c a' — bd 

x = _ , x = , x — . 

c’ 3 cff'g c 

Se supporremo la linea b = 1 ( unità esplicita ), le 
nostre espressioni si ridurranno alle altre 

a aa s c x _ a ' — d 

Sdf'g ’ c 

Dunque dall’ assunta unità esplicita b vengono a ri- 
sultarne V espressioni di una omogeneità implicita , e 
viceversa dall’unità implicita abbiamo le tre prime espres- 
sioni di omogeneità esplicita. 

Ma siccome la costruzione della cercata linea x di- 

K nde, come vedremo fra poco , dalle grandezze di tutte 
linee date dal quesito , ed in particolare da quel- 
la che si è presa per unità esplicita , perciò conviene 
ristabilirla nella espressione di x prima della costruzione ; 
ciò che potrà facilmente effettuarsi , qualora si paragoni 
questa linea con 1’ unità implicita. Ora , ottenendosi da 
tal confronto, per esempio, il numero m, questo deve 
introdursi di nuovo come fattore di quei termini che ne 
furono spogliati , e che abbisognano di un grado tale 
che li renda omogenei. 

Cosi 1’ espressione x — a 3a si presenterà 

a — 2 b' i 

,,, , a 5 — 2 am ’ + 3 bem 

omogenea nell altra x = J_ : Ed x = 

ani — 2 b' + m' 

y (^- e — -f — — - f') si trasformerà in X—fA ( . np f m . 

V bd fg d / \ bd * 

cern 1 ___ af \ 

fg dm') 
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Si supponga nell’ attuale espressione 

, cent' ce m * . > m* \ 

? * = = X — , cioè <7 = V{- X — ), 

fg f g \f g/ 

r* = _ 5 !Z_ = « X ■ ° ciò kr = J/~( a X — > 
c/m* dm’ V, dm’/ 

avremo il valore a? nella forinola omogenea 
X-V^P' + f — r' ). 

CAP. IL 

Frazioni continue e convergenti. 

6. Gii sappiamo come ridurre una frazione ordinaria 
alla minima espressione dividendo il numeratore e il deno- 
minatore per il massimo divisor comune ( tom. 1. cap. a. ). 

Ma se i due termini di una frazione già ridotti ad 
essere primi fra loro si conservassero così grandi da non 
farci comprendere abbastanza il loro valore , è allora 
che abbiamo bisogno di ricorrere alla soluzione dei tre 
seguenti problemi : 

t.° Ridurre una frazione ordinaria in frazione con- 
tinua. 

a . 0 Ridurre una frazione continua in frazioni or- 
dinarie convergenti verso la frazione data. 

3 .° Interporre fra le frazioni convergenti altre fra- 
zioni. 

7 . Dando principio dal i.° problema generalizzeremo la 
sua soluzione supponendo dover ridursi in frazione con- 
tinua la frazione razionale x , che può essere maggiore 
o minore dell - ’ unità. 

Supponiamola primieramente maggiore dell’unità. Di- 
videndo il suo numeratore m per il suo denominatore 
risulti il quoto intero a più un valore frazionario mi- 
nore della unità che ci verrà dato dalla differenza x — a. 

Siegue di qui ebe dalla espressione 


.= x’ 


0) 


x — a 

debba aversi in x 1 un numero frazionario maggiore della 
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uniù. Se b sarà il numero intero più prossimo alla fra- 
zione x', sarà x‘ — b un altro valor frazionario minore 
della unità ; E perciò da 

= x" ( 2 ) 


x 1 — b 

otterremo in x" una frazione maggiore della unità. Che 
se c sarà il numero intero più prossimo alla frazione 
sarà x" — c eguale ad un valore frazionario minore della 
unità ; e dalla espressione 

1 

—r. — ~ni 


( 3 ) 


otterremo x'" maggiore della unità. E cosi successivamente. 
Ciò posto dedurremo 


dalla ( 1 ) x — a = £ì> 
dalla ( 2 ) x? — b = ~r, } 
dalla (5) x" — c=-7F7; 


= a + — 
1 x 1 


X 1 = b + 


1 

rrr 


(-4 


*"=0 + ^777 


dalla ec. 

Adesso sostituendo alle frazioni x , x x", x 1 ", cc. di {A) 
i rispettivi valori interi più prossimi , cioè a, b, c, d,. . . . 
e dando poi alla generica frazione irriducibile x un qua- 

633 

lunque determinato valore , come p. e. — — , cosichè sia 

a = 2 , b = 2 , c = 6, d — 3 , ec. avremo da ciò , se 
negligenteremo i successivi residui, per la frazione * le 
successive frazioni indeterminale alle quali corrisponde- 
ranno le determinate come qui appresso. 

_ 653 . 

267 ’ 

= 633=3 + _ 1 

257 2 

= 633 = 3 + 1 

357 + 3 + h 

_!» = , + . 6 

357 a + i 

6 + » 

3 


x — a 


x=a+. 


x = a 


x = a -f 


x — ec. 


b+i 

c 

1 


b-\-l 

c+L 

d 
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Sicgue di qui i.° che la (razione continua di una fra- 
zione razionale X è composta di un numero intero a che c 
appunto il primo quoziente ( il quale sarebbe bensì zero 
quando il numeratore della frazione :e fosse più piccolo del 
suo denominatore ) , unito ad una frazione che ha per 
numeratore 1’ unità e per denominatore il secondo quo- 
ziente intero b unito ad una frazione che ha similmente 
1’ unità per numeratore e per denominatore il terzo quo- 
ziente intero c , e così in seguito fino all’ ultimo periodo. 

3.° Che per ottenere cotesta frazione continua basta 
applicare alla data frazione x irriducibile il metodo già 
fissato per trovare il massimo comune divisore di una 
frazione, avvertendo bensì che qui deve sempre incomin- 
ciarsi col dividere il numeratore per il denominatore ; 
cosichè quando quello fosse minore di questo, si otter- 
rebbe zero per primo quoziente , come già si avvertì : 
ottenehdosi così i successivi quozienti interi 

a, b, c, d, edi residui successivi 

r,/', i. . 

(Già si avvertì, Tom. i., che una frazione razionale ir- 
riducibile deve darci necessariamente l’unità per ultimo 
residuo ). 

Supponiamo per es. che la frazione 
m 1 jo3 


n 887 

debba ridursi in frazione continua. 

Dividendo no 3 per 887 avremo 1 per quoto e 216 
per residuo; dividendo 887 per 2x6 otterremo 4 per quo- 
ziente e s 3 per residuo; dal dividere 216 per 23 si ot- 
terrà g per quoziente e 9 per residuo ; c così successi- 
vamente finché otterremo per ultimo residuo 1 , il quale 
dividendo esattamente il divisore anteriore 4 , c dandoci 
zero per residuo finale ci avvertirà che è ultimata 1’ ope- 
razione. Onde avremo 

==«+± ì^=*+L 

” b + 1 88 7 4+1 


c+J_ 

d-f-i 

7 +° 


9+_L 

2 + i 
1+J_ 
4+° 
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Soluzione del 2° problema. . 

8 . Frazione continua — ridotta in — Frazioni convergenti . 



n 


=a+j_ 

b 

= a + 1 

"6+1 


a 

l 

=zab-\~ x 
~b 

=abc-\-c-\-a 

Ac+i 


=. abcd^(-cd-\-ad-\-ab ~\- 1 

bcd-\- d-j-A 


I valori successivi di queste frazioni , che non sono 
che della forma comune, approssimandosi sempre più 
al valore della proposta , di modo che l’ ultima che si 
ottiene è identica con la frazione proposta , furono per- 
ciò riguardate come convergenti verso questo valore. 

Potremo ottenere codeste successive frazioni conver- 
genti con maggior prontezza e semplicità se i quozienti 
interi che si ottengono nel formare la frazione conti- 
nua, li scriveremo nella prima linea 

a } b,c } d t e } 1 

r+o 

o a ab- f-i abc-\-c-\-a abcd-\-cd-\-ad-\-ab+i r ...m 

•— j — j — — ■ ■ j — ■ ■- ■ y . . . M . 1 •— 

11 b bc-\- 1 bed-j-d+b n 

In questa seconda linea sono state poste le due prime 
espressioni frazionarie sotto i due primi quozienti a , b , 
per formare con più comodità e con legge invariabile le 
successive frazioni convergenti, il numeratore di ciascuna 
delle quali risulta moltiplicando quello della frazione 
anteriore per il quoto cne a lei sovrasta , ed aggiun- 
gendo al prodotto il numeratore della frazione che pre- 
cede questa anteriore ; e in simil guisa per ottenere il 
denominatore moltiplicheremo il denominatore della an- 
teriore per lo stesso quoto aggiungendo al prodotto il 
denominatore della frazione che precede l’ anteriore. 


— o-|- 1 

T+i_ 

C +L 

d+ 
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Per es. debba ridursi in frazioni convergenti la fra- 
zione continua 

212 = 0+1 

7+i_ 

6-fi 

5 +i_ 

i+j_ 

4 +° 

Scritti in linea i successivi quoti ottenuti, 
o, a, 6, 3, 1, 4> otterremo 
i o ì 6 io 25 no . 

o ì 2 i3 4i 54 a57 


(1) Sarà opportuno di dimostrare in nota in tutta la sua ge- 
neralità che la legge fissata per formare le convergenti è costante 
per qualsiasi convergente. 

Supponiamo che le fracioni convergenti abbiano 

/ numeratori ed i rispettivi Denominatori 


A — a 

B = b A 1 
C =.cB -f A 
D — dC + B 
E — e D + C 
ec. 


A — 1 
B = 6 

C =cB' + A' 
D' = dC + B' 
E = e D' + C 
ec. 


cosichi le frazioni convergenti vengano espresse da 
A B C D E 

A' ' B ’ C ' B ' E 

Supponendo che la legge fissata siasi verificata fino alla 
D _ dC\B 
jy dC+B » 

E 

diciamo che avrà luogo anche per la convergente che siegue— . 

Et 

Infatti la __ cangiasi in 22 se in quella si pone </+- in luogo 

di d. Ma per un tal cangiamento la nostra E = i^£ìiLdiviene 

E d C 

( rf +~) C+Z? _ e ( dC+B ) +C _ e D+C _ E_ 
(d+l) C +*- ~ e C dC+B) +C* ” ell+C K 
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Proprietà principali delle frazioni convergenti . 

g. I. Proprietà’ : le convergenti sono alternativa- 
mente minori e maggiori del vero valore della frazione 
continua x dalla quale discendono . 


Infatti se è vero che * > — , è vero puranchc che 

< a + -1-, poiché per ottenere il vero valore di x 
b 

dovrebbe aggiungersi al denominatore b quel residuo fra- 
zionario che fu oinmesso. Dunque b sarà un denominatore 

più piccolo ; c perciò avendosi la frazione _L maggiore 

b 

della vera frazione, sarà 


x < a + — , ossia x < 
b 


ab-\-\ 


Prendiamo ora la successiva frazione continua n+— 

ò + i 


in cui essendo c minore del vero valore abbiamo £-+•— 

c 

per denominatore troppo grande , e perciò 

^ . l . abc-\-c-\-a 

x > a -+■ — , ossia a? > ! — ! — 

ò+i ’ òc+i 


Dunque la fissata legge è applicabile ad una qualunque delle 
nostre frazioni convergenti, dato che siasi verificata nella con- 
vergente die precede, o ciò che torna lo stesso, la legge me- 
desima è generate. 

Conseguenza. Risulta evidentemente da questa legge che i due 
termini delle differenti ridotte aumentano a misura che si prende 
un maggior numero di frazioni , attesoché il numeratore ed il 
denominatore di una ridotta qualunque sono almeno eguali alla 
somma dei numeratori e dei denominatori delle due convergenti 
che la precedono, ancorché si volesse supporre esser zero qual- 
cuno dei rispettivi quozienti. 
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Un tal ragionamento potrebbe protrarsi a piacere (1). 


(i) Crediamo opportuno di addurre una generica dimostrazione 
sulla formazione delle convergenti indipendentemente da qua- 
lunque sede determinala. A tale oggetto preudiamo due conver- 

genti successive — .X. di due sedi qualunque; e proponiamoci 

di valutare le due differenze fra la proposta frazione x e cia- 
scuna di queste due convergenti , cioè i valori 

P Q 

x — — , x — _L 

P> Q 

Se supporremo essere rii quoto che nella linea superiore sovra- 
sta alla convergeute , allora la successiva — verrà rappre- 
Q K ** 


sentala dalla nota espressione , Ma r è il supposto 

quoto intero che fa da denominatore intero ed incompleto della 
unità della frazione continua , il di cui denominatore completo 
supponendolo essere y , allora sostituendo .y ad r nell’ attuai con- 
vergente verrebbe ad ottenersi 1’ intero valore della frazione 
continua , e perciò si riprodurrebbe la proposta frazione comune 
nella espressione 


*= Qy + P 

Qy + P' 


Onde avremo 


r _ £ _ Qy+P _ P_ _ ( QP - PQ)y ed 
P Q>y+P P ( Q'y + P' ) P : ’ 

„_Q- Qy + P _Q _ PQ' - P'Q 
Q' Q'y + P 1 Q' (Q'y + P')Q'- 


Esaminando ora queste due differenze conosceremo i.° che i loro ' 
denominatori sono essenzialmente positivi , essendo tale ancora 
la y : a.° che i numeratori hanno necessariamente il segno op- 
posto perchè sono affetti dai rispettivi binomj con i termini iden- 
tici ma di segno opposto + QP' — PQ' ; -f- PQ' — P'Q. 3° che 
siccome queste due differenze di segno contrario risultano dallo 

stesso minuendo x e dai due sottraendi diversi ^ , ne se- 

gue essere l’uno de' sottraendi minore e l’altro maggiore del 
minuendo x , cioè essere compreso il valore della proposta fra- 
zione x fra queste due convergenti. Dunque le frazioni conver- 
genti sono successivamente minori e maggiori della frazione co- 
mune dalla di cui frazione continua vengono dedotte. 
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io. IL Proprietà \ La differenza fra due conver- 
genti consecutive è una frazione che ha sempre per 
numeratore + *• 

Infatti siano le successive convergenti 
A B C D E 


A 1 ’ B 1 ’ 


O ’ D' ’ E‘ * 


avremo per i numeratori delle differenze 

A'B — AB' — ab + 1 — ab =+i 

B'C — BC =ab i c\-bc-\-ab — ab'c — ab — bc — 1 — t 

OD — CD = = + i 

DE — DE' = » =—-1 

ec- 

Dunque il numeratore della differenza fra due con- 
vergenti consecutive eguaglia -f- / se la convergente 
minuenda occupa la sede pari ; ed eguaglia — t se 
essa è di rango impuri. Ognun vede che il soppresso 
denominatore eguagliar deve il prodotto dei denomina- 
tori delle due convergenti , cioè del minuendo e sot- 
traendo, 

il. Da questa seconda proprietà derivano duo interes- 
santi conseguenze: i.* conservarsi sempre frazione irridu- 

cibile qualunque convergente jfi di qualunque sede es- 
sa sia. Infatti volendo supporre che ad R ed R' po- 
tesse competere un comune fattore h , allora il nu- 
meratore RQ 1 — R 1 Q = zt 1 essendo divisibile per k , 
ne seguirebbe che anche +; 1 dovrebbe dividersi esat- 
tamente per k ; ciò che è impossibile. Dunque R ed 
R' essendo primi fra loro , ne segue che le frazioni con- 
vergenti siano sempre ridotte alla più semplice espressione. 

Fisseremo per seconda conseguenza che le differenze 
fra due qualunque convergenti successive vanno sem- 
pre più diminuendo. Infatti 
B A ì C B — i D C ì 

~B‘ A 1 A'B 1 ’ <? ~B' = TFc ’ ~D‘ ~C' OD' ’ CC * 

Ma A'B' < B'C' ; B'C < CD 1 -, C'D 1 < D'E 1 ; ce. 

Dunque la serie delle convergenti è necessariamente 
convergente ; e le convergenti di sede pari sono cre- 
scenti , ossia maggiori di x ; mentre sono decrescenti 
cioè minori di x quelle di sede impari. 

2 
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Sarà opportuno di addurne un esempio. Abbiasi la fra- 


ina 1 


zione — ?= 


493 5 + 16 


negligcn tando 


16 


1Ò9 


siccome la 


i5p 


prima convergente e zero , sarà la seconda convergente 

- maggiore della proposta, essendosi negligentata la 

parte frazionaria del suo denominatore. Che se in luogo 
dì questa parte frazionaria venisse sostituita 1’ unità nei 

suo denominatore , allora la frazione • 1 =— sareb- 

' 3 4 - 1 4 

159 


he più piccola della proposta. Dunque la frazione g 

è compresa fra le due i. ed 1 , ossia ò minore della 

prima , ed è maggiore della seconda. 

Volendosi una convergente più approssimante alla pro- 
posta , operando come sopra anche sulla frazione = 

1 _ * 

i5g 9 + 1 $ 

16 16 


, e negligentando allora la frazio- 
i 5 16 


ne < L ci darà >. 1 — 

i5g 9 4g3 3-j-i 


(t) 


- .9 

ad* 


Dunque la proposta è compresa fra * e -R . 

Con un’ analogo andamento si rinverrebbero le suc- 
cessive convergenti minori e maggiori della frazione pro- 
posta. 

/a. III. Proprietà ’. Prendendo il valore di ima 
convergente qualunque invece del vero valore della 
frazione x V errore che si commette in più o in meno 
è ancor più piccolo dell’ unità positiva o negativa di- 
visa per il prodotto del denominatore della conver- 
gente in proposito per quello della convergente che 
la precede , anzi è f errore più piccolo della unità 
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divisa per il quadrato del denominatore della nostra 
convergente . 

In falli essendo la frazione x compresa fra il valore 
di due successive convergenti sarà 

Q _ p_ = ±_i > 

Q! P' P'Q! Q r 


Ma = PQ'-P'Q __H, ^ <^±J 

Q'“(<2>+/ , ')<2' -(Q>+P')<2' (Q'+^Q 1 

essendo^ > 1} inoltre d t (Q , + pi) Q l < ± ~ • 

Dunque molto più sarà a; — Ciò che do- 

vea dimostrarsi. 

i 3 . IV. Proprietà. Il valore di una convergente 
di qualunque sede si approssima al valore della fra- 
zione x più di qualunque altra di quelle che la prece- 
dono. 

Infatti nelle due differenze ( pag. 16 ) 


P _ (QP'-PQ')y cdx _Q = PQ'—QP' 

p> ( Q'y+P ' )P' 0 ! {Q'y+P'Hf 

essendo ( p. . . . ) Q' > P' ne segue che sia il de- 
nominatore ( Q' y + P' ) Q' > ( Q' y + P' ) P' ; 
altronde poi y è > / ; dunque ( prescindendo dal se- 
gno ) il numeratore ( PQ' — QP' ) è minore del nu- 
meratore ( QP ' — PQ 1 ) y. Per questa doppia ragione 

la differenza x — — è minore della differenza x — — . . 

Q' P' 

14. V. Ed ultima Proprietà’. La convergente di 
qualunque sede si approssima al valore di x più di 
qualunque altra frazione; che avesse il denominatore 
minore di quello della convergente presa in consi- 
derazione. 


Sia la nostra convergente , ed ~ una qualun- 
que frazione , tale però che sia m' < Q‘ ; diciamo che 


x — 



maggiore ( prescindendo dal segno ) di x — 


Per dimostrarlo osserveremo primieramente che se la 
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m O P P 

frazione-fosse compresa fra y 7 c — , la differenza — . — 
to ' Q P P 

m Pm 1 — mP 1 '' 

, cioè , sarebbe un numero minore della 

to' ’ P'm' 

differenza — — espressa da Q— — ^ ciò che è impossi- 
P'Q> 1 Q' P‘ 

bile, poiché Pm' — mP\ numero intero , è almeno 
eguale ad / , e P'm' è più piccolo di P'Q' attesa l’ ipo- 
tesi di m' < Q'. 

Segue da ciò che ~ e siano ambedue > o < — : 

P Q TO' 

dunque bisogna che le differenze 

o i loro numeratori Pm' — P'm , Qm 1 — mQ' abbiano 
necessariamente il medesimo segno. 

Ciò posto riassumiamo la differenza del ( 9 . nota ) 

* Q _ PQ' — QP' _ 1 


Q (Q'y+P'ÌQ 1 ( Q'y + P')Q ' 

E prendiamo la differenza fra x cd ; avremo 


m 


m Qy + P m _( Qm' — mQ')y-\-Pm' — mP 1 

m~Q'y + P' m'~ ( Q'y + P‘ ) to' 

Ma, per ipotesi, to' è <[ Q 1 ; perciò il denominatore di 
questa seconda differenza è minore di quello della prima. 
Per altra parte, il numeratore ( Qm 1 — mQ')y + 
Pm 1 — mP' , , costituito da due termini addittivi o sot- 
trattivi ambedue, è maggiore di a. Dunque per questa 

doppia ragione x — — è un numero maggiore di x — ~ 
to ' Q 


3.° Problema. Frazioni convergenti intermedie. 


i5. Benché fra due convergenti successive non possa 
interporsi alcun’ altra frazione espressa con termini piu 
piccoli , tuttavia potrà aver luogo una tale interposi- 
zione fra due convergenti della stessa specie , vale a dire 
di sede pari ambedue , ovvero di sede impari , cioè o 
ambedue crescenti o ambedue decrescenti. 
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Codesta interposizione di frazioni intermedie conver- 
genti , che si chiama ancora intercalazione , non po- 
trebbe effettuarsi qualora la differenza fra le due con- 
vergenti di sede pari o di sede impari fosse eguale al- 
1’ unità divisa per il prodotto dei due denominatori. Ma 
se la differenza è eguale ad un numero intiero m , di- 
viso per il prodotto dei denominatori, allora potrà in- 
tercalarsi un numero di frazioni convergenti che non ec- 
ceda m — i ; e queste saranno tante della stessa specie 
delle due prese in considerazione , cioè o tutte crescenti, 
o tutte decrescenti. A tale oggetto converrà cercare la 
differenza « del numeratore di due frazioni convergenti 

della stessa specie Essendo la serie delle note con- 

9 q" 

vergenti 


P P‘ 

- > ~7 
q q' 



avremo 


p" = p'm' -f- p , q" = q'm' + q ; onde 

p _p" 9" —p" ( l — P9' m ' + P9 —p'qm'—pq _ 

9 q « qq" qq" 

m 1 ( P9' ~ 9P‘ ) _ -j- 

qq" ~ qq" 

11 segno -j- ha luogo se le due frazioni sono decrescenti; 
ed il segno — se sono crescenti. 

Le frazioni m — l intermedie che possono frapporsi 

alle due convergenti della stessa specie ? , unite con 

. , q q " 
le due estreme avranno la forma 

P P+P' P+tp' P+3p' p+(m'—i)p' p+m'p' _ 

9 ’ 9+9' ’ ?+ 2 ?' * 9+W * 9+( m ‘— 0?' ’ 9+ m '?' ’ 

ove si vede che il numeratore di ciascuna frazione in- 
termedia eguaglia il numeratore della precedente -f- p'j 
e che il denominatore eguaglia quello della preceden- 
te + a'. 

16. Dimostriamo adesso che tutte cotesle convergenti 
intermedie della stessa specie vanno convergendo verso il 

valore della minima^— = P+P rn 
9" q-\-q'rn' 

Una di queste frazioni intermedie del rango «<m* sia 


/ 
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P ; la successiva sarà ? . .. n P ~K . fi . : cd avremo 

g + nq' q + "<J + q' 

p + n P'_P + n P* ~f P‘ P + r ' P' _ P + np‘ + P 1 _ 

q + ng 1 q + nq' + q‘~ q + nq' q +(« -j- i)q'~ 

pq -f n q p' -f np q 1 + n'p'g' + pq' + np'q" 

(? + «7' ) ((« + 1 ) 7' + 7) 

— pq — np'q — npq' — n'p'q' — p'q — np'q' 

(7 + n 7') ((« + 0 ?' + 7) 

pq'—p'q __ l 

(7+' 2 7 , )((*+ 1 )7'+7) (7+«7')(c«+i)7'+7) 

E poiché queste differenze vanno sempre diminuendo, 
ne segue che le frazioni da cui risultano hanno valori 

intermedii fra - e E— , c che perciò convergono verso 

. . q . 9 " 

( ossia si avvicinano al vero valore della frazione con- 
7" 

tinua. 

Diamone un esempio. 

17. L’anno solare denominato anno astronomico che è 
formato di 565. e 5. or 48.' 4g" , volendolo supporre di soli 
365* , verrebbe a commettersi in ogni anno civile un’er- 
rore in meno, ossia per difetto di 5. or 48.' 49'', errore 
che ci darebbe per risultato un preciso numero di giorni 
in fin determinato corso di anni asironomici. Che se l’er- 
rore per difetto fosse esattamente di sei ore in ciascun 
anno, allora al terminare del quarto anno civile do- 
vrebbe aumentarsi di un giorno per porsi a livello col- 
l'anno astronomico. Questa intercalazione di un giorno 
in ogni quattro anni civili benché risalga alla più re- 
mota antichità, pure non fu addottata dai Romani che 
dopo Giulio Cesare , da cui ricevette la denominazione 
d’ intercalazione Giuliana. 

Ma intercalando un giorno in ogni quattro anni viene 
a prodursi nell’anno civile in ogni anno un errore in 
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eccesso di li', li" riguardo all’anno astronomico; er- 
rore, che dopo un giro di secoli avea prodotto nell’an- 
no civile un risultato in più di circa dieci giorni so- 
pra il computo astronomico, trovandosi la reale posi- 
zione del sole nell’anno i 58 a arretrata appunto di giorni 
dieci attesa 1’ eccedente intercalazione di un giorno in 
ogni quattro anni. 

Era facile il rimediare a tale inconveniente diminu- 
endo di dieci giorni 1 ’ anno civile. Ciò infatti fu effet- 
tuato in Roma per ordine del Pontefice Gregorio XIII 
il quale fissò che il giorno 5 . di ottobre del i 38 a fosse 
riguardato per il giorno i 5 ."° ; e così divenendo il mese 
di ottobre ai soli 20 giorni furono soppressi li io giorni 
eccedenti nell’ anno civile ; e così l’ equinozio astrono- 
mico di primavera del i 583 accadette esattamente il dì 
21. di Marzo. 

Per non ricadere in un simile errore lu fissato che 
ogni i 54 anni venisse diminuito di un giorno l’anno 
giuliano, e che fosse di tre giorni la diminuzione nel 
giro di 4oo anni ; cioè che alla fine di ciascuno dei 
successivi primi tre secoli non dovesse aver luogo l’ an- 
no bisestile, ma soltanto nell’ultimo anno del quarto 
secolo. E perciò nè l’anno del 1700 , nè quello del 1800 
furono bisestili, come non lo sarà quello del igoo: men- 
tre sarà bisestile quello del 2000. Onde è che P inter- 
calazione totale in 4°o anni fu calcolata di giorni 97. 

Ognun vede però che resta ancora una sensibile ine- 
sattezza in questa intercalazione; cerchiamo dunque il 
modo di rendere P errore quasi impercettibile. 

Sapendosi che in un’ anno dal negligentare 3 .°’ 48', 


4q" , si commette P errore di 2 ° 9 2 9 di un giorno, cer- 

864 °°" . 

chiamo in 86400 anni qual errore di giorni si com- 
metterebbe ; cioè dall’ aversi 


1“: g? 9 2 9 " 86400’” : ar* = 20929’ , 

86400" 


ne segue che nel giro di 86400’” dovranno intercalarsi 
20929*. Ma la brevità della vita umana mal si accomoda 
ad uu epoca così lontana. Perciò avendosi dall’ ottenuto 
risultato 
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l" _ 86400*“ . f 86400 , J 

= — 1 } la trazione la ridurre- 

/ ìol)29" \ 20929* 20929 

\864oo'V 

mo in frazione continua por dedurne le successive con- 
vergenti , fra le quali preferiremo quelle che presentan- 
dosi più semplici, pochissimo differiscono dalla frazio- 
ne 

30929 • 

A tal’ effetto disposti in una linea i successivi divi- 
dendi e divisori ; e sotto questa i respettivi quozienti , 
ne dedurremo le convergenti come appresso. 


86400 


20929 

2684 

2141 

545 

5 l 2 

3 i 

16 

35 

1 

4 

7 

1 

5 

1 

16 

1 

1 

i 5 


1 4 29 3 d 

_ > - > — ^ 5 — > 
0 3 7 8 


128 l6l 
» 


2704 

655 1349 


556 g 86400 
? * 


3 i 3 g bùi) 1049 2og2() 

La seconda espressione ha un numeratore più pic- 
colo del giusto perchè il suo denominatore è troppo 
grande ; e perciò se in ogni quattro anni s’ intercalasse 
un giorno ciò sarebbe troppo. Il numeratore della terza 
espressione è troppo grande perchè il denominatore è 
piu piccolo del giusto; ond’è che se in ogni 2g anni 
s’ intercalassero 7 giorni , ciò sarebbe poco. Continuando 
con analoghe osservazioni sull’ indole dei numeratori , e 
dei rispettivi denominatori , si scorge che in 33 anni 
sono troppo 8 giorni; che in 128 anni sono pochi 5 r 
giorni , e così successivamente , finché si giungerebbe 

all’ultima frazione — che è il vero valore. 

. 20929 

Inoltre se sappiamo che fra due frazioni convergenti 
consecutive non possono intercalarsene delle altre, sap- 
piamo bensì poter aver luogo una tale intercalazione 
fra due frazioni convergenti della stessa specie , cioè , o 

ambedue crescenti, o ambedue decrescenti. Infatti fra - , 

o 

e potremo intercalarne sei tutte decrescenti, le quali 
7 

saranno 

1 5 9 i 3 17 21 25 29 

— ) — > — — — j —p 1 -pi — • 

012 3 45 67 
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Fra - c 22 non se ne può intercalare alcuna, essendo 
1 8 

4 33 x 

I "8 “ 8' 

Bensì se ne possono intercalare due fra 22 e la ^ , 

7 3x 

che saranno le decrescenti 

2Q 62 q 5 ia8 
7 '’Ì5’a5’TT' 

Fra ?5e2^2 non vi sono frazioni intermedie. Ve ne 

8 3g 

sono bensì 1 5 fra 1 — e : cioè 
3x 655 ’ 

ia 8 a 86 45 o 611 772 g 33 xog4 ia 55 1416 

3 x ’ 70 * log * T48 * 187 ’ 226 ’ ”265 ’ "304 ’ _ 345 * 

^57 7 1738 1899 1060 222X 2382 2543 2704 

38 a ’ "4^ * ~4fo * “499 * “558 * “§77 ’ “616 ’ ~ 655 " 

Tutte queste sono della stessa specie di 22^ . Fra 

_ 3 x 694 

86400 , . , . 

e ) cti e e il vero valore, si possono intercalare 

quattordici frazioni crescenti. 

Ora fra tutte queste frazioni tanto convergenti primi- 
tive, come intermedie, non si rinviene la fissata fra- 
zione ^22 , alla quale bensì si approssima I’ interme- 

». 450 -r, . . , 

dia T09* ^ P ercXO sc in °8 m P erl0C * 0 di 45o anni s’ in- 

tercalassero 109 giorni, ci approssimeressimo di più al 
vero valore di quello che accadrebbe intercalando 97 
giorni in 400 anni. L’ errore permanente sarebbe ancor 
meno di un secondo per anno. 

CAP. III. 

Applicazione dell' Algebra alla Geometria 

18. Oggetto di questa applicazione. Abbiamo ve- 
duto nei primi due tomi del nostro Corso, che tutti i 
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quesiti di Geometria sopra le linee , le superfici ed i so- 
lidi, come quelli di qualunque altra grandezza, pos- 
sono ridursi a problemi numerici. 

Risolvere con il calcolo un problema di taT indole , 
significa che le quantità date , ed espresse in origine 
con numeri semideterminati e determinati, e colle in- 
cognite, vengano rappresentate coi numeri indetermi- 
nati dell’ Algebra. Poi, con questi numeri generali co- 
gniti ed incogniti esporremo in equazione i rapporti vo- 
luti dalle condizioni del quesito, quasi che il problema 
fosse già risoluto. 

Trasformato il quesito in equazioni, e queste riso- 
lute con i metodi algebrici , otterremo un risultato ana- 
litico che dovrà ridursi a risultato geometrico. Ciò che 
può effettuarsi in maniere diverse secondo la diversa na- 
tura de’ quesiti , come vedremo nel risolverli. 

Proponiamoci, per esempio, di determinare la gran- 
dezza di una linea , ( giacché alle lince riduconsi tutte 
le quantità geometriche , avvertendo però che nell’ unità 
lineare deve sottintendersi un’unità di piano, parlando del 
valore di una superficie, ed un’ unità di solido trattando 
della misura di un volume ( t. J . ). 

Esprimeremo in equazione le relazioni che esistono 
fra questa linea incognita e le linee cognite comprese 
dal quesito con l’incognita riguardo alla stessa figura. 
Dalla risoluzione dell’ equazione risulterà il valore della 
linea incognita espresso da una formola algebrica, che 
deve poi trasformarsi in una esposizione geometrica, cioè 
costruirsi coll’ ajuto degli istromclni con figure delineate 
secondo i rapporti espressi dalla formola algebrica che 
abbiamo ottenuta nella soluzione finale dell’ equazione. 
Alla costruzione di queste figure si dà il nome di gra- 
fica costruzione. 

In somma tradurre i quesiti geometrici in linguag- 
gio algebrico ; ed i risultati ottenuti dall Algebra 
tradurli in Geometria , questo è lo scopo che dob- 
biamo proporci nell’ applicazione dell Algebra alla 
Geometria. 

19. Se il quesito geometrico riguarda un teorema , 
cioè una proposizione da dimostrarsi , si traducono 
algebricamente in equazione tutte le relazioni che de- 
vono esistere fra le diverse pani della figura geometrica 
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che si suppone dì una forma già cognita , in modo tale 
da poterne dedurre ciò che si esige dal teorema in pro- 
posito. Questo può riguardarsi allora come dimostrato , 
assoggettando 1’ equazione ottenuta a quelle trasforma- 
zioni che devono farci pervenire a quella formolo che 
In se contenga quanto clovea dimostrarsi. Siegue di 
qui che nella dimostrazione di un teorema di geome- 
tria , non fa duopo di ritornare dall’ analisi alla costru- 
zione geometrica 5 giacché nella dimostrazione di un teo- 
rema 1’ unico scopo si è di dimostrare la verità di un 
rapporto già delineato , e non di eseguirlo graficamente. 

Ecco le diverse ricerche che vengono proposte dall’ap- 
plicazione dell’Algebra alla Geometria. 

§ I. Sviluppo delle nozioni generali 
per mezzo di esempj. 

20. Volendo rintracciare primieramente le proprietà 
principali del triangolo rettangolo e delV ottusangolo 
dimostrate coll’ analisi , basterà di qui richiamare le di- 
mostrazioni che su tal proposito si trovano sviluppate 
nel Cap. IV del a.° t.°, ove dall’unico principio che 
due triangoli simili hanno i lati omologi proporzio- 
nali , abbiamo dimostrato : 

1. ° Che l’uno o l’altra lato delt angolo retto è me- 
dio proporzionale fra V ipotenusa ed il segmento adia- 
cente: proprietà principale del triangolo rettangolo. 

2. ° Che il quadrato delt ipotenusa è eguale alla som- 
ma dei quadrati dei cateti : Proprietà’ caratteri- 
stica del triangolo rettangolo. 

3 . ° Che la perpendicolare calata dall’ angolo retto 
sull’ ipotenusa è media proporzionale dei segmenti dei- 
li 1 ipotenusa. 

l)a questi principj si dedusse la maniera di determi- 
nare una delle cinque quantità , ipotenusa m , cateti n 
e p , normale h , ascissa x , posto che se ne conoscano 
due. A quanto si trova colà sviluppato su tal propo- 
sito, aggiungeremo quanto siegue. 

Supponiamo cognita la m, e la h, e fissiamo le due 

equazioni -f- «* = 

m l n :: p l h , pn=» mh, ...... .2 .* 2 pn = 2mh. 

Dalla loro successiva addizione e sottrazione avremo 

i • 
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(n-\rpy = m?-\-‘imh 
( n — p y = m' — 2 mh \ e perciò 
n + p = y~(jn' + 2 mh ) , n — p — ( to' — imh ). 

Ora , conoscendo la somma e la differenza fra i due ca- 
teti , conosceremo il maggiore di essi ( t. ì. ) espresso 
da n, ed il minore rappresentato da p , mediante la 
successiva addizione e sottrazione, cioè 

n = { + — 2 mh ) , 

p = ± + 2m/z) — -j — 2 mh ). 

La supposta cognizione deli’ ipotenusa m e della nor- 
male h ci servirà ancora per costruire un triangolo ret- 
tangolo. Infatti 

Con 1 ’ ipotenusa a = BC, come diametro ( fig. i ) 
descriveremo una semicirconferenza , ed innalzata all’ e- 
stremità B la normale BH = h , guideremo da II la 
HE parallela a BC. I triangoli ABC , A'BC sodisfa- 
ranno al quesito ambedue. 

ai. Siaci ora proposto di dividere una linea data AB 
( fìg. 2 ) in MEDIA ED ESTREMA RAGIONE , cioè in due 
parti una delle quali sia media proporzionale fra V in- 
tera e l’altra parte ; (ì). 

AB ; AE :: AE \ EB. 

Poniamo AB = a, AE = x , d’onde EB — a — x. 
La proporzione diviene a ; j :: x *, a — x , 
dalla quale si deduce la equazione x' = a’ — ax, 
che risoluta ci dà x = — -j- a ( a* + "7 a ’ ) 

Il primo di questi due valori di x è il solo capace 
di soddisfare al problema, come viene enunciato ; per- 
che il secondo , oltre essere negativo , riguardato come 
numero semideterminato , è maggiore di a, e perciò 
x non potrebbe esprimere la richiesta parte della data 
retta a. 

Il valore x = — -j n -|- V' ( a a + 7 a’ ) 
significa in Geometria che , per ottenere il valore di * 
in linea , si deve sottrarre la metà di a dall’ espressio- 
ne ( o* + -j o* ) ; e 1 a proprietà principale del 
triangolo rettangolo, ci avverte che J^'( a ’ + ;n’) 


(ì) Questo problema sarà altissimo a far risaltare L’utilità del- 
1’ Àlgebra nella risoluzione dei quesiti di Geometria.. 
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rappresenta l’ ipotenusa di un triangolo rettangolo , che 
ha a , ed ~ a per cateti. 

Da ciò siamo abilitati alla seguente costruzione. Al- 
t estremità B , della linea AB — a, innalzata la per- 
pendicolare BC = t a, e dai punti C ed A tirata 
AC, sarà 

AC = y (O- + io'). 

Poi dal punto C, come centro con il raggio CB = 
f a si descriva un ’ arco di cerchio , BD , che tagli 
AC nel punto D, ed avremo 

AD = AC — CD — y'(a' + * «* ) — ~ a 

Finalmente portando AD con uri arco di cerchio 
da D al punto E di AB ; sarà £ il punto richiesto. In 
fatti , abbiamo 

A E - AD = y'i a‘-+ -ì a* ) — i a = * 

aa. Riflettendo sul metodo tenuto per risolvere que- 
sto quesito , possiamo fissare , che la soluzione di un 
problema di Geometria con 1’ ajuto dell’ Algebra com- 
prende tre parti principali. 

Tradurre algebricamente V esposizione del pro- 
blema , ossia metterlo in equazione , 

2 “ Risolvere Ì equazione o le equazioni , secondo 
che l’enunciazione racchiude una o più incognite; 

3-“ Costruire geometricamente , ossia valutare in linee 
le espressioni algebriche che si sono ottenute. 

Bene spesso si richiede una 4-* parte , cioè la discus- 
sione del problema , ossia P esame di tutte le circostanze 
che vi hanno relazione. 

Dalla prima parte siamo avvertiti che per i problemi 
di Geometria , come per quelli dell’Algebra, non esi- 
stono regole fisse per esporli in equazione ; e che 
il precetto stabilito (Tom. 1 . ) è egualmente applica- 
bile ai problemi geometrici. Ma , la maniera di porlo in 
pratica , varia a seconda dei differenti problemi che de- 
von risolversi. Tuttavia verrà in seguito presentato un 
metodo generale su tal soggetto. Per ora ci prevarremo 
di certi artificii particolari adattati a ciascun problema. 
E faremo conoscere che da questi metodi , benché in- 
diretti, si ottengono spesso soluzioni più semplici e più 
eleganti. 

Scorgiamo dalla 3.* parte che , ottenute che siansi le 
equazioni , possono risolversi con i metodi algebrici ; e 
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che ciò altro non richiede dai principianti se non che 
un’ assiduo esercizio per eseguire i calcoli destramente, 
e sviluppare le incognite delle equazioni con la mag- 
gior semplicità possibile. 

In quanto alla 3“ pane , clic ha per oggetto la co- 
struzione delle espressioni delle incognite , le regole 
da seguirsi sono facili ed in picciol numero. 

È dallo sviluppo di quest’ ultima parte che noi da- 
remo principio. 

§ IL Costruzione delle espressioni algebriche. 

23. Non tratteremo qui che delle forinole algebriche 
razionali o irrazionali di secondo grado , cioè delle 
costruzioni dei risultati provenienti dalle equazioni di 
primo p di secondo grado. 

Quando si è trovala la forinola algebrica che rap- 
presenta una linea , si può , invece di valutarla in nu- 
meri , cercare un metodo che conduca a determinarla 
con una costruzione. Questo metodo costituisce ciò che 
può chiamarsi formala di costruzione. Per meglio co- 
noscerne l’ indole , incominciamo dall’ esporre le espres- 
sioni elementari algebriche dalie quali derivano le for- 
inole di costruzione geometrica. 

Queste espressioni algebriche alle quali possono ri- 
dursi le altre , sono le set che sieguono 

X — a — b + c — d ... , x = ~ , x = ÌL , 

x = V a b, x = y'( u‘ + b* ), x — a ,' — 

( i numeri a , b , c , d , ... esprimono quante volte 
1’ unità lineare implicita è contenuta nelle linee date ). 
1 . Debba costruirsi l’espressione x=a — b-j- c — d -J- e . . . 

Questo risultato , potendo porsi sotto la forma 

x = a -j- c -j- e -j- ... — (ò-J-d-f- ... 1, 
rappresenta la differenza fra la somma fatta delle linee 
a, c , t e la somma fatta delle linee b, d, ... 

Primieramente , per ottenere una linea eguale ad 
a + 0 + e -f- • • • > prenderemo sopra una linea in- 
definita AX ( fig . 3 ) , partendo dal punto A , AB=a } 
BC — c , CD — e ; cd avremo 

AD = a -f- c + e%. 
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Poniamo poi , da D verso A , DE = b , EF — rf ; 
sarà £ 2 ? =* + <*; ’ 

ed avremo AF=. a + c + e — (b d) = x. 

Con la stessa facilità si possono costruire le espres- 
sioni ar = 5 a, x = 5 b, . . . , col portare la linea a, 
ovvero b , più volte in seguito di se stessa. 

Dall’ essersi poi veduta in Geometria la maniera di 
dividere una retta data in 2 , 3 , 4,5, ... parli eguali, 
ci si rende facile la costruzione dei risultati 
x = ~a,x = ib,x = j.c, ... 

Per esempio, per costruire l’ultima espressione, ba- 
sta dividere c in 7 parli eguali , e poi prendere 3 di 
queste parti ; ovvero prendere una linea eguale a 3c 
e dividerla in y parti eguali , 


2 ." Debba costruirsi il risultato x =s 


ab 


c 

Si è già veduto ( t, 2 . ) una prima maniera per otte- 
nere la linea x mediante una costruzione geometrica 
•che ci dia la quarta proporzionale alle tre linee date 
a , b , c. Ne daremo qui un’ altra. 

Sopra una retta indefinita AX ( fig. 4 ) prendere- 
mo AB = c , AC=a. Dal punto B tirata una retta 
qualunque BY , e presa BD = b ; uniremo AD , e per 
il punto C conducendo CE parallela a BY,* otterremo 
nella CE la linea richiesta. Poiché avremo 

AB : AC :: BD : CE , o, c : a •: b : CE 

5.” L’ espressione x — a = a x a , è una terza 

c c 

proporzionale alle due linee a , c , poiché se ne deduce 
c : a :: a : a*. 

La costruzione è dunque la stessa che quella della 
espressione precedente. Tuttavia , potrà aver luogo an- 
che quest' altra. 

Sopra una linea data AB = c ( fig 5. ) come dia- 
metro , si descriva una semicirconferenza , dal punto A 
come centro , e con un raggio AC — a , si descriva 
un’ arco che incontri la semicirconferenza in C , dal 
punto C si cali la perpendicolare CD sopra AB 5 avremo 
AD per la 3.“ proporzionale richiesta. 

In fatti, il triangolo rettangolo ABC , ci dà 

AB\AC\\AC\AD, o ,c\a:\a\AD onde AD=:^=x 

c 
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N. B. Questa costruzione benché in apparenza piu 
complicata della precedente , pure , quando la semicir- 
conferenza esistesse già nella figura del problema , allora 
basta soltanto calare la perpendicolare CD dal fissato 
punto C. 

Questa osservazione ha luogo in tutte quelle espres- 
sioni che ammettono varie costruzioni. 

4° il risultato x = y ab esprime ana media pro- 
porzionale fra a e b , deducendosene 

x* = a X b 5 onde a I x ;; * J b. 

Per costruirla , basta prendere in una linea indefi- 
nita AX ( fig. 6. ) due parti AB — a , BC = b ; poi 
sulla somma AG di queste due parti , come diametro , 
descritta una semicirconferenza ed innalzata la nor- 
male BD ; avremo in BD la linea richiesta. In fatti 
il triangolo ADC ci dà 

AB’.DB :: DB’. BCfO, a: DB il DB’. onde DB—f ab=*x 
5." x—jB ( a'-\-b') esprime l’ipotenusa di un triangolo, 
rettangolo che ha a e b per cateti , e si ottiene formando 
un angolo retto CAB ( fig. 7. ) e prendendo AB == 
a , AC = b ; poi , tirata t ipotenusa BC , sarà 
BC = y ( AB ' -f AC')— y (a* + b') = x 
= (a* — b' ) è uno de’ lati dell’ angolo 

retto del triangolo che ha per ipotenusa a c per l’al- 
tro lato b y ( t. a ). Per ottenerlo abbiamo : 

prima costruzione. Si formi uri angolo retto XAY 
( fig. 8. ) j sopra AX si prenda AB = b , poi da B 
come centro , con il raggio a , si descriva uri arco 
che tagli AY in C. La linea richiesta sarà 
AC*=V~ ( BC* — AB '), ovvero AC=y (a’ — b * )==x. 

seconda costruzione. L’ espressione 
y ( ai — b)(a + b) = y (a* — b' ) , rappresen- 
tando una media proporzionale fra le due linee a-\-b, 
ed a — b , prenderemo , su di una retta indefinita 
AX , AB == a , ( fig. g. ) ; e dopo di aver portato b 
da B in C , e poi da B in D ; descriveremo sopra 
AC una semicirconferenza , ed innalzeremo da D la 
normale DE. Avremo la linea che si- cerca nella corda 
AB ; poiché ( t. a. ) 

AB — AC X AD = {(i + 6 )((i-Mi on de 
AE = y((a + b) X ( a — £)) = *. 

24- Le costruzioni di y ( a' + b 1 ) e y (a’ — b' ) 
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ci conducono facilmente a quella del risultato 
a; = yT ( a' — b* + e’ — <V + e* — ... ) 
Infatti, se sopra AB = a, ( lig. io), descriveremo 
una semicirconferenza , e , partendo dal punto A 
prenderemo una corda AC = b , e tireremo V altra corda 
BC , avremo primieramente 

BC = ( d‘ — b‘ ) — m , onde a* — b' = m' , 

e diverrà il valore di a: = ( m' + c’ — d’ -f- e * — . . . ) 

Poi, dando ad AC il prolungamento CD — c , e gui- 
dando BD ; avremo 

BD = Y~ ( m' + c* ) = y ( a* — b' + c* ) = n ; 
d’ onde n' = a’ — b' + c* ; cd 

* =s y ( n* — d* + e' — . . . ). 

Ora , sopra BD conte diametro , si descriva una se- 
micirconferenza ; e si prenda una corda DE = d ; sarà 
la condotta 

BE == y~ (n' — di) s y (a* — b’ + c* — rf*). 
Continuando in simil guisa le altre costruzioni , otter- 
remo P ultima differenza dei quadrati che corrisponde 
a tutti quelli che entrano sotto il radicale , cioè avremo 
il valore di x. 

25. Questa cosiruzione serve principalmente per co- 
struire in linea i radicali aritmetici. 

Debba, per primo esempio , costruirsi * = V i5. In- 
vece di fare \ i5 = y 5 X 3, e di cercare la me- 
dia proporzionale fra 5 e 3; sarà un’operazione pih 
semplice , rendendo 

*J=7* K, lS = V ( 16 — t ) = V (. 4* — i ); 

perchè cosi basta costruire un triangolo rettangolo con 
l’ ipotenusa =± 4 , ed un cateto = 1 . 
ài troverà in egual guisa 

V l=y (4+4—0 = fa*+a’ — \)=j/~ (o*+3* — c*) 

(9+1 + 1) = V (5*+ .1 +1), 

V4 (36+p— 1 — 1 ) = y~ (G’+S 1 — 1 — 1 ). 

Si vede che 1’ artificio consiste nel decomporre il nu- 
mero sotto il radicale in una somma algebrica di più 
quadrati , il che è semprfe possibile. 

26 . Quanto si è stabilito ci abilita a costruire le espres- 
sioni algebriche più complicate. 

Incominciamo dalle monomie razionali. 

Siaci proposta l 5 espressione x ■ — 3f '^- } 

de 
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cui daremo la forma * = — - X — • 

a e 

Le ire linee d , 2 a , c b del primo fattore esprimono 
il calore di una quarta proporzionale = m. 

Ma x = m + — esprime ancora una quarta prò - 
e 

porzionale alle tre lince e , m , c. 


Debba ancora costruirsi x = 


aa s b'c 


3<?f g 


Questa espres- 


sione equivale ad 


* =£x“xMx!i. 

3d d f J g 

Ma 3a ~ 2a '^ a ci dk una quarta proporzionale— m . 
òd 3d 


Onde 


«xixixlxi. 

d f f g 


Similmente , m X — - ci dk una quarta proporzionale 
d 

n , clie riduce 1’ espressione ad 

* = “ x yx-jx 

E continuando con il medesimo andamento, otterremo 
con cinque 4*' proporzionali , un ultima linea ebe rap- 
presenterà il valore della espressione proposta. 

N. B. Il numero delle 4‘ proporzionali è sempre in- 
dicato dal grado , o dalla somma degli esponenti del 
denominatore. 

Passiamo alle espressioni frazionane polinomi c • 
2 a 5 — 5 a'b -fr- b'e 
a* — 2 ab + b 1 

Dandole prima la forma 

/ , b’c \ 

a-( a „-5S+__) 

X -, 


Debba costruirsi 


“ ( ° ~ 14 + -£-) 


e sopprimendo il fattor comune a, porremo 
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— n { supponendosi costruite le due linee m n~ 
a 1 

con il metodo dato ) , ed avremo 

„ « ( 2a — 3 6 + 77? ) 

•I ■ — - . ' 

a — a6 + « 

espressione clic rappresenta una 4'“ proporzionale alle 
tre linee a — a i + «, a, sa — 56 -j- m. 

I* artifìcio di queste trasformazioni consiste nel 
fare che tutti i termini del numeratore abbiano un 
fattor comune per poi separarlo e porlo in evidenza ; 
quello bensì del numeratore dovrà eccedere di una 
dimensione , ed essere prescelto fra que ’ termini ove 
entra come fattore in un maggior numero sì deltuna 
che dell ’ altra parte della frazione , perchè allora , 
avendo luogo le riduzioni , vanno a diminuirsi le co- 
struzioni parziali. Ma queste simplificazioni esigono una 
qualche abitudine. 

Da tali avvertenze verrà ridotta 1’ espressione 
x ni — 20 *b-{- 2 ab*c — b'cd ^ ^ a[m — rc+2c — -p) 

a ab' — 56 3 — 4 bc'-f-c’d 2 a — 5 b — q-\- r * 

ponendo in evidenza ab * nel numeratore, e b * nel de- 
nominatore, ed eseguendo le costruzioni di 

2a* cd 4°* c’d 

: , p =_ , q = , r = . 

babà* 

Con ciò il valor di x si troverà facilmente , essendosi 
ridotto ad una 4 U proporzionale alle tre linee 
2a — 36 — q -f- r , a , ed m — n + 2c — p. 

28. Esaminiamo ora le espressioni radicali di se- 
condo grado. 

Sia primieramente , 

capace della forma 


a 

m =_ , n 
b 


x = y' ( a" — Ini ) , 

1 = fr«( a -±L) 

bel 

ponendo . — = m , dell’ altra x =- ^ a (a — m ) , 
a 

ove x è media proporzionale fra le due lince a , ed a — m. 
_ althimenti. Fatto n' = bd , sarà x = (a* — n')\ 

cioè , dopo aver costruita una media proporzionale n 
fra 6 e d , basterà determinare un cateto del triangolo 
rettangolo che ha per ipotenusa a ed n per I’ altro 
cateto. 


Digitized by Google 



36 

• Sia in 3.° luogo %b c ^ 

Questa espressione si riduce all’altra 

a 3 — 2 b'c -f- 5 è 3 

b 

Ma abbiamo 

o» _ zb'c + 3//= 1 (rj ~ 3 ° + 3 0 
4 ( a ” b ) a - b , 

quantità che può costruirsi facilmente ( n. 27. ) 

Rappresentando dunque questa linea con rn , ne ri- 
sulta x = y (i X w), espressione facile a costruirsi. 

la generale, per costruire qualunque espressione ra- 
dicale di secondo grado, basta di porre in evidenza , 
sotto il radicale , uno dei fattori algebrici che en- 
trano nei termini del numeratore , a per esempio ; il 
secondo fattore sotto il radicale è allora una espressione 
razionale da costruirsi , che sarà m • cosicché il que- 
sito si riduce a costruire il valore x = (a X ni~). 

JV. B. Se si avesse x == a y~' - , 

c 

questa si ridurrebbe, dal porre a sotto il radicale, ad 

* = r-=V (« X rn), 

c 

essendosi costruito m = a 

c 

J III. Costruzione delle equazioni di secondo 
grado ad una sola incognita. 

29. Benché le regole già fissate bastino , rigorosamente 
parlando, per costruire quei risultati ai quali siamo con- 
dotti dalla risoluzione di una equazione, sia di i.°, sia 
di a.° grado, poiché questi risultati sono sempre, o espres- 
sioni razionali , o espressioni irrazionali di secondo 
grado; pure non sarà inutile di far conoscere una co- 
struzione dedotta dalla stessa equazione , senza essere 
obbligati di risolverla, giacché vi sono alcune circostanze, 
nelle quali questa costruzione ci abilita ad effettuare 
la soluzione del problema con più eleganza e semplicità. 


( a — b ) 



Digitlzed by Google 



Osserveremo primieramente che, qualunque equazione 
di secondo grado potendo ridursi alla forma ( t. 1. ) 
x* IT P x — Ut <1 f 

la sua costruzione esige che venga resa omogenea. Ma 
x, per ipotesi, rappresenta una certa linea; dunque 
dovrà anche p rappresentare una linea, e q una . su- 
perficie , che può sempre supporsi trasformata in un qua- 
dralo k' ; ed allora 1’ equazione diviene 
t' 4 pt = 4 f l 

la quale , attesi i segni, ( t. i. ), ammette le quat- 
tro equazioni 

x' + p x = -f- k' . . . (1) x' *-}- p x = — /&*...( 3) 
x* — p x — + k' . . . (2) x' — p x — — k' . . . (4). 
Si scorge facilmente che le radici delle due equazioni 
(1) e ( 5 ) non differiscono che per il segno da quolle 
delle equazioni (a) e (4) ; e siccome non vogliamo per 
ora , che conoscere in linee i valori assoluti delle ra- 
dici vale a dire senza interessarci dei loro segni , ne sie- 
gue che si riduce la nostra ricerca a costruire le ra- 
dici delle equazioni (2) e ( 4 )- Esaminiamo, in primo 
luogo l’equazione (2), o 

x * — p x — /;*. 

A questa può darsi la forma x (a? — p) = k’ ; che tra- 
dotta il linguaggio geometrico , si enuncia così: Costruire 
un rettangolo , conoscendo la differenza p de' suoi lati 
contigui , e la sua superfìcie k % . Ora , chiamando x il 
maggior lato , ed r — p il minore , sarà p la differenza 
cognita fra ambedue; ed avremo in x ( x — p ) una se- 
conda espressione della sua superficie equivalente a quella 
del quadrato dato k\ 

Ciò posto, per risolvere tal problema, descriveremo 
sopra una retta AB = p ( fig, 11. ), come diametro , 
una circonferenza , innalzando nel punto A una nor- 
male AC = k, e condurremo da C per il centro O la 
secante COD. Avremo da ciò CD per la radice posi- 
tiva dell’equazione; e Ci? per valore assoluto cioè cor- 
rispondente tanto ad x positivo che ad x negativo. 

In fatti , abbiamo la proporzione ( t.° 2 0 . ) 

CD : AC :: AC : CE. o CD \k :: k : CD — p % 
ciò che dà CD ( CD — p ) = k‘: 
d’ onde si vede che CD verifica 1 ’ equazione 
x ( x *— /> ) = k\ 
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La proporzione CD l AC li AC 1 CE 
si riduce anche a CE -J- p * k li k ’ CE 
d’ onde 1’ eguaglianza CE ( CE + p ) = > 

ovvero ancora — CE ( — CE — p )= E’, 
Dunque anche — CE verifica 1’ equazione 
x ( x — p ) = £’• 

N. B. È evidente che è sempre possibile la prece- 
dente costruzione; in fatti le due radici della proposta 
sono necessariamente reali, qualunque siano le gran- 
dezze p e k. 

Le radici della equazione (l) , o 
x % p x = E , sarebbero altronde -f- CD, e + CE. 

Sia in secondo luogo 1’ equazione (4) , o 
x’ — p x — — E. 

Si può, cambiando i segni, ridurla ad 
x ( p — a;) = Jb‘ ; e, sotto questa nuova forma si tra- 
durrà dal linguaggio algebrico nel geometrico col dire: 
Si costruisca un rettangolo , conoscendo la somma p 
de' due lati contigui e la sua superficie E. Chiamando 
x uno qualunque dei lati, p — a; è l’espressione del 
secondo; e perciò la sua superficie ha per valore x (p — x), 
cioè otteniamo 1’ equazione di sopra. 

Per costuirla ( fig. 1 a ) , si descriva su di una retta 
AB = p , come diametro , una semicirconferenza ; si 
innalzi dal punto A una normale AC = k , e con- 
dotta dal punto C la CD parallela ad AB ; si abbassi 
finalmente la normale DG. Così otterremo AG , e GB 
per le due radici della proposta. 

Infatti, da tal costruzione si ha Ja proporzione 
AG : DG :: DG ; GB, ovvero AG t li fc p • — AG 
d’ onde si deduce 1’ eguaglianza AG ( p — A G ) = E che 
confrontata con 1’ equazione x (p — x ) = E, ci dà 
x = AG. 

La stessa proporzione si riduce anche a 

p — gb : t iì i : gb, 

d’onde l’eguaglianza GB ( p — GB ) = E , 

la quale , paragonata con l’ equazione x ( p — x ) = E , 
dà egualmente x = GB. 

Le due radici dell’ equazione (5) , o x 1 -f- px = — E 
( che sono negative ) sarebbero rappresentate 
da — AG, — GB. 

N. B. Non si avrebbe verun risultato dalla costru- 
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zione , se fosse l > 7 p , o k' > ~ p', poiché allora la 
parallela CD non incontrerebbe più la circonferenza; ed 
in fatti in tal caso le due radici sono imaginarie. 

Se fosse 1= ~ p , d'onde k* — j- p', la parallela CD 
diverrebbe tangente nel punto I, e le due radici sareb- 
bero eguali ad AO ed OB. 

5o. Conseguenza generale. I princi pii da noi stabiliti 
bastano per costruire tutti i problemi , le equazioni dei 
quali ci conducono a risultati razionali , o ad espres- 
sioni irrazionali di secondo grado. Avvertendo però di 

E rocurare che la figura dell’ enunciazione di ciascun pro- 
lema serva alla costruzione dei risultati ; perchè nel 
legame più o meno diretto, fra la figura e la costru- 
zione, consiste la maggiore o minore eleganza della so- 
luzione del problema con il soccorso dell’ Algebra : avre- 
mo di ciò degli esempi nei seguenti problemi. 

$ IV. Risoluzione di diversi quesiti relativi 
alla linea retta ed al cerchio. 

Col proporre alcuni problemi particolari, e col fare 
delle riflessioni sulla maniera con cui sono stati risoluti, 
possono iniziarsi i studenti nei metodi dell' applica- 
zione. 

3i. I.° Problema. Iscrivere un quadrato in un tri- 
angolo dato ABC ( fig. i5 ), cioè trovare nel lato AB 
un punto E tale, clìe, conducendo EF parallela a BC, 
cd EG, FU normali a BC, sia un quadralo la figura 
GEFJl. 

Supponiamo il problema risoluto , e caliamo dal ver- 
tice A la altezza AD del triangolo. Se fosse determi- 
nata la posizione del punto I, lo sarebbe anche quella 
della parallela EF, e perciò del quadrato che si cerca. 

Dunque poniamo DJ = EG = EF = x , e pro- 
curiamo di ottenere un’equazione fra la linea i e le 
altre linee che nella figura devono riguardarsi come 
cognite , e queste sono i tre lati del triangolo , c l’ al- 
tezza AD. 

Dai due triangoli simili AB C, AEF, i quali hanno 
le basi BC, EF, come le loro altezze AD, Al, ab- 
biamo la proporzione. 

BC : EF :: AD : AI. 
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Ciò posto sia BC = a , AD = h, od Al — li — x , 
attesoché * =• DI = Sostituendo queste indicazioni 

nella proporzione , avremo 

a ) x :: /j | A — x, ovvero 

oA — ax = Ax ; dunque x = 

a h 

espressione che rappresenta una quarta proporzionale 
alle tre linee a -J- A, a , ed A. 

Per costruirla ci prevarremo dell’ angolo esterno ACL, 
perchè abbiamo già AD = A , ed in AD deve trovarsi 
il punto J. 

Da D portiamo la BC , o a fino in K , e da K la 
AD , o h in L; avremo DL = a + h , DK = a , e la 
fissata DA = h; e se uniremo il punto L con A, e 
condurremo K.I parallela ad LA, sarà I il punto ri- 
chiesto. 

In fatti , abbiamo la proporzione 
DL : DK :: DA : DI, d’ onde a + h ; a :: A : DT, 

dunque DI — = x. 

a-\-h 

Determinato il punto J, si conduca per /la 22Ì? pa- 
rallela a BC , ed EG, FU normali a BC, ciò che ci 
darà GEFH per il quadralo richiesto. 

3a. Osservazione. Meli’ analisi di questo problema non 
abbiamo introdotto che indicazioni algebriche di quei 
dati , che abbiamo conosciuto assolutamente necessari. 
Ed è perciò che non abbiamo preso in considerazione 
che la base, e 1’ altezza del triangolo, benché fossero 
noti anche gli altri due lati. Ciò deve sempre avvertirsi 
per evitare le indicazioni inutili. 

35- P iiobIìEMA. Data la posizione e la grandezza 
di una circonferenza X ( fìg. i4 ) , e di una retta 
AB, trovare nella circonferenza un punto INI tale , che 
unendolo con le estremità della AB, e guidando la 
corda DE , sia questa parallela ad AB. 

Soluzione. Osserveremo primieramente che, se nella 
circonferenza fosse fissata la posizione del punto D , que- 
sto ci darebbe il punto 31, dal quale condotte le AM, 
B3I , verrebbe ad ottenersi la retta DE. Ma , il punto 
D ci sarebbe noto se , abbassando la perpendicolare DG, 
potesse determinarsi la distanza AG. 
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A tale oggetto ; dal centro C,si cali la normale CF, 
ponendo AB — a , AF—b , CF=c, CD — r , 

— x , GD—y, 

d’ onde "risulta GF = /)/ = b — ar , C/ = c —y. 

( Benché, per determinare il punto D, sembri inu- 
tile d’ introdurre l’ incognita DG , o y , pure ciò si" esige 
dalla comodità del calcolo ). 

Ciò posto , dal triangolo rettangolo CDI abbiamo 
DO=Dl' + CJ‘ i ossia r' = (b — ar) 5 +(c — y)’ 
l.* equazione tra le incognite x,y , e le linee note b, 
r. 

La a.* l’ otterremo dai due triangoli simili MAB , 
MDE , i quali ci danno MA’. MD :: AB : DE ; 
d’onde si deduce MA : AD :: AB : AB — DE, 

o , moltiplicando i due primi termini per AD , 

MA X AD : AD' :: AB : AB — DE. 

Ma benché non ci siano note le lunghezze di MB 
ed AD , pure ci è noto il rettangolo MA X AD ; 

f toichè se dal punto A , di posizione fissata , si condurrà 
a tangente AL , il che è permesso , avremo ( t. a ). 
MA X AD — AL * = m', ( rappresentando m la li- 
nea cognita AL ). 

Abbiamo inoltre 

AD'= x' +y', AB — a, DE— a DI = a ( b — *); 
d J onde AB — DE = a — a 6 + u x 

Perciò , la proporzione addotta diviene 

m % : x 1 + y‘ :: a : a — ub -f- aar; 
onde m % ( a — a b -f- aa; ) = a ( x % -f* y' ) • • • (3); 
c questa è la seconda equazione del problema. 

Per dare qualche simplificazione alle equazioni (ì) 
e (a); svilupperemo 1’ equazione (t) , ed otterremo 
* x ‘ y* — s bx -j- a cy — (è a — c* — r“ ) j 
abbiamo poi dalla seconda , 

x' -f- y' = — ( a* -j- a — a b ). 
a 

Ciò posto , ì.o il triangolo ACF ci dà ( fig. 14 ) 
AC * = ò* + c* , 

e P altro ACL , AL * o m“ = AC 1 — LO — b'+c' — r*. 

a.” Facendo la quantità ™ = n ( terza proporzionale 

a 

che può supporsi costruita ) avremo m' — an . 
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E con ciò otterremo le due equazioni 

** + y* = aòx -j- acy — art ... (3) 

*’ + y = n(2x + a — a A) ... (4) 

Eguagliando i secondi membri, a riduzioni effettua te, 
avremo 

( b . — « ) * + cy = n ( a — b ) ... (5) ; 
equazione di primo grado in x ed y , che può far le 
veci dell’ equazione ( 3 ) ad oggetto di ridurre il quesito 
all’eliminazione di y Ira le due equazioni (4) e ( 5 ).L’equa- 
zione in x , che con ciò andrà ad ottenersi , essendo 
risoluta , farà conoscere la distanza AG , e perciò la 
posizione del punto D. 

CoU’effettuare questa eliminazione, si trova per equa- 
zione finale x. 

[ c ’+( n-ò ) • ] #*+a «[(»-*)( a-b )— c* ]* 

= n [(ar-*b)c'-n(a-b)' ]. 
Non esponiamo in dettaglio la risoluzione di questa 
equazione , perchè il risultato che si otterrebbe è as- 
sai complicato , e altronde la sua costruzione , dedotta 
dai principi! già stabiliti , non ci sarebbe di alcuna 
utilità. 

Osserveremo però , che un problema di Geometria 
presenta , in generale , meno facilità , per esporlo in 
equazione , di uu problema comune dell’ Algebra. In 
questo basta, generalmente parlando , di tradurre, con 
i segni algebrici , le condizioni esplicite dell’ enuncia- 
zione , o al più le condizioni implicite che si deducono 
facilmente dalle esplicite. Altronde poi i dati , e le in- 
cognite sono poste in evidenza ; men tre che in un pro- 
blema di Geometria , che si riduce quasi sempre a fis- 
sare la posizione di uno , o di più punti , si richiede 
molta attenzione e sagacità per determinare la natura 
delle relazioni che , espresse algebricamente , atte siano 
a condurci ad una costruzione semplice ed elegante del 
problema. E dalla natura di queste relazioni dipende 
la scelta e dei dati e delle incognite che devono farsi 
entrare nell’ operazione. 11 solo discernimento ed eser- 
cizio possono abbili tarci a sormontare tali difficoltà. 
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J V. Interpetrazione dei risultati negativi. 

Proponiamoci qualche problema che ci dia risultati 
negativi per le espressioni delle incognite. 

54 . Dato un triangolo ACB ( fìg. i 5 ), trovare sul 
lato AG un punto D tale che , se da esso si conduca 
la DE parallela ad AB , sia tal parallela eguale ad 
una linea data m 

Avremo subito , dai triangoli simili A CB , CDE , 
AC : AB :: CÙ : DE. 

Prendiamo per incognita la distanza dal punto fìsso A 
al punto D ; e poniamo 

AB = a , AC = b , AD — x , d’ onde CD — b — x 

la addotta proporzione diverrà 

b : a :: b — x : m ; d’onde mb = ab — ax ; 

j b ( a — 771 ) 

dunque x = -A L. 

a 

Con facilità potrà costruirsi la 4 * u proporzionale 
a l b II a — mix , 

E rendendo BAQ per angolo di costruzione , poiché ab- 
iamo già AB — a , AC = b. 

Prenderemo sopra AB , partendo dall! estremità B , 
una parte BG = m , sarà AG = a — m ; poi da G 
condotta la GD parallela a BG / il punto D sarà il 
richiesto . 

Infatti, risulta la proporzione AB : AC\\ AG : AD ; 
d’ onde a : b \\ a — m : AD ; dunque AD = x. 
Si vede poi che la DE , parallela ad AB , è= GB = m. 

Discussione del risultato . Finché sarà 771 ■< a , o 
di AB , sarà positivo il valore di x , e potrà costruirsi 
nel modo indicato. 

Dal supporre 771 = a , il valore di x diverrebbe zero 
ed il punto D si confonderebbe con il punto A j il 
che è evidente , perchè la linea AB soddisfarebbe al 
quesito. 

Suppongasi ora m > a , il valore di x diviene ne- 
gativo , e può ( dal porre in evidenza il segno ) ricever 
la forma 

* _ _ 3 (m — a) 
x , 

a 

Per interpretare questo risultato , bisogna attesi i prin- 
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cipii stabiliti in Algebra ( t, 1 ) risalire all* equazione 
del problema , cioè alla proporzione 

b ; a :: b — * ; m , 
e cangiarvi * in — x; avremo allora 
b \ a II b x \ m. 

Ma b — x , espressione della distanza CD , divenen- 
do b + * » rappresenta ora la somma di due linee ; il 
che non può aver luogo se il punto cercato D‘ non si 
trovi sul prolungamento di CÀ , cioè in senso opposto 
alla direzione stabilita da principio. 

Modificata così la proporzione , avremo 

ab 4* ox = bm, d’ onde x = ^ ( m a ) _ 

a 

Per costruire questo risultato, basta portare , partendo 
dal punto B , la linea data m da B in G' e da ciò 
si ha AG* = m — a , e poi condurre G'D' parallela 
a BC. Il punto D' è il punto richiesto, cioè D'E' pa- 
rallela ad AB è eguale ad m 

55. Osservazione. La soluzione negativa ottenuta nel 
caso m > a , non indica una rettificazione da farsi nel- 
P esposizione del quesito , ( poiché si concepisce che , 
qualunque sia la grandezza ai m , può sempre questa 
linea porsi , dalla parte dell’ apertura dell’ angolo ACB, 
parallelamente ad AB , prolungando opportunamente 
ì due lati dell’ angolo ) ; ma bensì , una differenza di 
posizione del punto D , rapporto al punto fisso A , 
secondo la grandezza di m. Perciò quando, per risol- 
vere il problema , si suppone il punto D sopra il punto 
A , questa posizione è esatta , se si ha m < a ; ma 
diviene falsa , tostochè m > a , ed il segno — , otte- 
nuto in tal caso , serve a rettificare questa posizione, 
indicando che la distanza del punto dato al punto 
incognito , dev' essere portata in senso contrario a 
quello ove erosi portata da principio. 

Ciò è così vero , che , può evitarsi ogni risultato ne- 
gativo , collo scegliere soltanto un’ altro punto fisso , a 
partire dal quale debba prendersi l’ incognita ; per esem- 
pio , prendendo CD invece di AD per incognita. 

Infatti , sia CD = x', restando le stesse le altre in- 
dicazioni , avremo la proporzione 

b l a x 1 l m -, d’onde x'== n ^- 1 

a 
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risultato essenzialmente positivo , qualunque siano le 
grandezze relative di a, b, m. 

Finché. sarà m < a , il valore di x' sarà più piccolo 
di b , e , dopo di averlo costruito , portandolo sopra CA , 
partendo dal punto C , 1 ’ estremità D cadrà al di so- 
pra di A ; ma se fosse m > a , il valore di x‘ dive- 
nendo maggiore di b , allora il punto cercato cadrebbe 
in D ‘ , al di sotto dei punto E 

Osserveremo poi che 1’ espressione x' = può porsi 

a 

sotto una delle due forme 


x' = b 

a 

x'=b + 6 ( m ~ a \ 
a 

corrispondendo la 1.* al caso di 771 < a, e la a.* a 
quello di m > a. 

Ma dalla prima maniera di risolvere il quesito aven- 
dosi x = t ( a ~ m > , 

a 

o X — b (m — a) 

a 

ne segue che le due incognite x ed x' siano legate fra 
loro dalla relazione 

x' = b — x -, 


essendo a: positivo nel caso di m < a , e negativo quando 
sia m > a. 

36 . Riprendiamo ora il problema del n." 21 e pro- 
curiamo d’ interpretarne la soluzione negativa. 

Osserviamo primieramente che il primo dei due va- 
lori ottenuti , è il solo che possa soddisfare al quesito, 
nel senso che viene enunciato ; perchè si richiede di* 
dividere a in due parti , etc. e perchè il valore 

assoluto della seconda soluzione è maggiore di a. 

Ma 1’ esposizione può modificarsi così : 

Dati, due punti fissi A e B ( fig. 16 ) , trovare sulla 
li nea AB , o sul suo prolungamento , un terzo punto 
E tale che , la sua distanza dal punto A, sia me- 
dia proporzionale fra la sua distanza dal punto B , 
cioè EB , e la distanza dei due punti A e B, cioè A B. 
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Questa nuova esposizione non dando luogo a supporre 
il punto cercato E piuttosto a destra che a sinistra , 
ci lascia nella libertà di supporlo prima a destra , cioè 
fra A e B . ( Non potrebbe essere in E" , perchè AE", 
essendo nel tempo stesso maggiore di AB e di BE' , 
non potrebbe essere media proporzionale fra queste due 
linee ). 

Sia dunque in E il punto cercato, e poniamo AE=x, 
AB = a; d’onde BE = a — x 
avremo la proporzione 

a : x :: x : a — x ; 

dunque x'= a' — ax , ed x = — j a *+ ( a’+v a’ )• 

Il l.° valore è positivo , e si costruisce comesi è detto 
al n.° 21 . 

Il secondo valore è negativo , e per costruirlo , biso- 
gna , dopo di aver determinata la linea 
AC = y~ (a' -f - a'), prolungare AG fino che in- 
contri in D' la circonferenza già descritta con il rag- 
gio CB , onde abbiamo AD 1 = -| a’ + y~ ( o* + io’ ),* 
poi , con un’ arco di cerchio , si porterà AD' da A in 
È' , a sinistra del punto A ( come si è notato al n. 
55 ) ; e la distanza AE soddisfarà egualmente al quesito. 

In fatti , avendosi AE == | a -j- y ~ ( u’ + -j- a’ ), sarà 
M=a+ia+r(fl'+ i o’)=ia+ V ~ ( «* + 7 « a )• 

Ma AE'= (Tfl+r(® , +T« , )‘=fo , + 
ed ABX BE = ~ a.' + + 

.Dunque AE 1 '— AB X BE', ovvero, AB : A E' ;• 
AE : BE. Perciò il nuovo problema ammette due so- 
luzioni. 

Se si cercasse come accada che queste due soluzioni 
siano comprese nella stessa forinola, benché ponendo il 
problema in equazione , siasi supposto da principio il 
punto cercato D a destra del punto A, e non a si- 
nistra , eccone la spiegazione 
Suppongasi primieramente il punto cercato E' fra A 
e E , avremo la proporzione 

a : x :: x : a — x, d’ onde x’ -+■ ax = a’. . . . (i) 
Supponiamolo poi sul prolungamento, per es. in E'; 
avendosi allora AE' — x, ne risulta 

B E — a + x , perciò ne risulterà 
a : x d’ onde x ’ — ax = a*. . . (a) 

Ciò posto, risolvendo la (i), e non valutando che il 
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valore che corrisponde al segno -j- del radicale, si ot- 
tiene 

ar = — i a + V ( a’+ -t o‘ ) 

Cosi dal risolvere la (2), non valutando che il valore 
che corrisponde al segno + del radicale , si ha 

*=T«+X( a ’ + f«‘> 

Ma questo valore, prescindendo dal segno è il secondo 
valore che ci dà la soluzione completa della (1). 

11 segno — che ottiensi da questo secondo valore, 
corrisponde ( n. 35 . ) ad una rettificazione da eseguirsi, 
non già sulla enunciazione del problema, ma sulla po- 
sizione attribuita in origine al punto cercato. 

Del resto si eviterebbe , come nel precedente proble- 
ma, ogni soluzione negativa prendendo per incognita 
la distanza del punto cercato da un altro punto fisso 
A ' , scelto nel prolungamento di AB cd a sinistra del 
punto A , cosicché si avrebbe 

AA‘ > ~ a -(- ^(a’f^a’), per esempio, AA'—ia. 

Siano infatti AA‘ = a a, A' E = x' ( fig. 16.), 
d’ onde AE = x’ — a a , AE = 3 a — x'. 

La proporzione indicata dall’ esposizione , diviene 
a : x‘ — 2 a :: x 1 — 2 a : 3 a — x 1 ; 
d’ onde si ha ( x' — 2 a )* = 3 a" — a*'; 
o riducendo x ,a — 3 ax‘ = — a*. . . ( 3 ). 

Osserviamo, di passaggio, che l’equazione sarebbe an- 
cora la stessa , se si ponesse AA = 2 a, A E' = x' ; 
d’ onde AE v = 2 a — x', EEf = 3 a — x'; perchè si 
avrebbe 

a : 2a — x' 2 a • — x' : 3 a — x'j 

d’ onde (2 a — x' )* = 3 a. % — ax'. 

Dal risolvere l’ equazione ( 3 ) , si ha 

ovvero x 1 =s a -J- 4 a ( a 1 -f- ~ a’ ). 

Questi due valori sono essenzialmente positivi; perchè 
il radicale J/" ( a‘ -f- -j o’ ) è minore di a + i <*• 

A tali valori può anche darsi la forma 
x 1 = aa — ? a + ~ a' ) ; 

d’ onde x' — aa = — r a ( a' ~ a’ ) ; 

ma essendosi già trovato x = — ~ a ■+; (a* + ~ a* ), 

ne segue che le due incognite x 1 ed x siano legate fra 
loro dalla relazione x 1 — aa == x ; 0 x' = 2 a + x; sol- 
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tanto che , x è positivo per il punte E\ e negativo 
per il punto E. 

5j. I principi! stabiliti ( n. 54 , 55 , 36 ) possono ri- 
stringersi a quanto siegue. 

l. Nella risoluzione di un problema di Geometria con 
l’ajuto dell’algebra, se l’incognita rappresenta la di- 
stanza da un punto fisso ad un’ altro punto, determina- 
bile sopra una retta fissa, qualora ottengansi risultati po- 
sitivi c negativi , se si è convenuto di portare i valori 
positivi in una direzione qualunque , partendo dal 
punto fisso , devono portarsi i valori negativi in senso 
contrario. 

a. La maniera di far scomparire le soluzioni negative 
censiste, nel riferire il punto cercato ad un' altro punto 
fisso , talmente distante dal primo punto fisso che pos- 
siamo esser certi che tutti i punti suscettibili di sod- 
disfare alta enunciazione , si trovino da una stessa 
parte rapporto a questo secondo punto ; e ciò è sempre 
possibile, poiché la linea sopra la quale si valutano que- 
ste distanze , può prolungarsi quanto si vuò. Dunque i 
risultati negativi provengono unicamente dall’ essersi da 
principio scelta per origine delle distanze una posizione 
intermedia fra i punti cercati; ed il segno • — indica 
la differenza di posizione di questi punti rapporto al 
primo punto fisso. 

5. Se nella risoluzione di un quesito, (sia problema, 
sia teorema), si vogliono avere in considerazione le di- 
stanze da un primo punto fisso ad altri punti situati 
nella stessa linea di questo, ma in sensi opposti, qua- 
lora si riguardino come positive le distanze prese in 
un senso , devono riguardarsi come negative quelle che 
vengono prese in senso contrario. 

Si vedrà in seguito sempre più confermalo un tal prin- 
cipio, e se ne conoscerà meglio l’uso e l’importanza. 

38. Osservazione utilissima riguardante la moltipli - 
cità de’ valori ai quali siamo condotti dalla risoluzione 
completa delle equazioni. 

Accade qualche volta che le equazioni di un problema 
danno, a cagione dei segni , una varietà di risultati, fra 
i quali uno solo è suscettibile di sodisfare all’ enuncia- 
zione , mentre gli altri, o non sono di alcun’ utile con- 
siderazione, ovvero sono soluzioni di altri problemi che 
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hanno con il proposto quesito una più o meno intima 
relazione. La difficoltà consiste allora nel discernere, fra 
queste differenti espressioni, quelle che hanno relazione 
col quesito stesso, e quelle che o vi sono estranee, o non 
vi hanno che una relazione indiretta. 

Riprendiamo per esempio il quesito che è stato di- 
scusso al n. 20. che avea per iscopo la costruzione di 
un triangolo rettangolo , conoscendo l' ipotenusa e la 
perpendicolare abbassata dal vertice deli’ angolo retto 
(fig. l. ). 

(/>’ + n % =m ’ 
( apra = 2 rnh, 

c dall’ addizionarle , e dal sottrarle 
( p + ra )“ = tu' -f- 2 rn h 
( p — ra )* = rat’ — 2 m h. 

Risolvendo queste due equazioni rapporto a p -f- « , 
cd a p — ra , si trova 

p + ra = +: ( Tra’ -j- 2 ;ra /z ) = +: to' , 

p — ra = Hh — 2 m A ) = ■+ rat" ; 

ciò che ci dà, addizionandole, e poi sottraendolo, 


Si ottennero per equazioni del problema 


p = Hb — m'zk — m "ì ed ra = ri — m'-h- m" . 

2 2 2 2 

Queste formole, attesa la combinazione dei segni, pre- 
sentano quattro sistemi di valori , cioè : 


P = 


P = 


m!-\- 

j a 

- m" c ra = 
2 

1 1 1 

_ tra — - 

2 2 

m" . . . (x) 

m ! — 

1 11 

— m" c ra = 
a 

1 1 1 1 

_ m'-f- _ 

2 2 

/ra"... (2) 


p — — - rai'-f- - m" era = — - m ' — 1. m" . . . (5) 

2 2 2 2 

p — — - to' — I m" c n = — 1 to'+ ì m" . . . (A) 

2 2 2 2 

I due valori di p e dira assolutamente negativi, sono 
inamissibili , perchè dall’esposizione non - si richiedono 
che i valori positivi. 

In quanto ai sistemi (ì) e (2), essi si riducono l’uno 
all’altro , e corrispondono ai due triangoli BA'C. 

Il secondo sistema si rende dunque inutile, essendo noi 
sempre in libertà di fissare per p il maggiore dei due 


4 
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Iati cercati. Ciò che si è fatto ( n. ao ) , non avendo in 
vista che il primo sistema. 

51 troveranno alla fine di questo capitolo altri esempi 
di tal genere , che serviranno a render cauti i princi- 
pianti nel fissare i valori da ommettersi; perchè potreb- 
bero correr rischio di tralasciare le veraci soluzioni. 

Passiamo ora ad occuparci in un modo particolare 
della discussione de' problemi , essendo questa una delle 
parti più delicate ( n. 22. ) , e che esige maggiore atten- 
zione. 

5 g. 4° problema. Si richiede di dividere un tra- 
pezio dato ABDC ( fig. 17 ) in due parti ABGL, LGDC, 
che siano fra loro in un rapporto dato m : n , mediante 
una linea parallela alle due basi. 

Innalziamo in un punto qualunque E di AB una 
normale EF, e prendiamo la distanza El per incognita. 

Poniamo poi EI=X , CD — a , AB=b , EF = h ; 
( Le tre ultime linee sono i soli dati di assoluta neces- 
sità ). 

Siccome, per ipotesi, deve aversi la proporzione 
AB LG ! LG CD li m \ n , 
risulta AB CD : ABLG :: m -f- n : m ; 

d’ onde ABLG = X AB CD ... fi) 

m -f- n 

Ma, ABCD = il±£_X h, ABLG— — X*. 

2 2 

Perciò , consiste tutto nel determinare LG in fun- 
zione di a: e delle linee date. 

A tale oggetto conduciamo AH parallela a BD ed 
AM perpendicolare a CD ; i due triangoli simili ACH 
ALK , danno 

CH : LK :: AM : AN :: h : * ; 

dunque LK = CHX * 

1 h h 

e perciò , 

LG =s T *"+ a ~- l> ) x -f /,— ( n~t>)x + bh 

h h 

Sostituendo questo valore nell’espressione di ABLG, 
si ha . . 

ABLG = O — ò ) x -f 1 bh x a? ' 

2 h 
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m 


X— + h X h, 


Dunque finalmente l’equazione ( 1 ) del problema di- 
viene 

( a — b ) a: + ibh v ^ _ 

a h m-\- n 

ovvero , a riduzione effettuata , 

, . 2 b h m h' a ■+■ b 

x + r x = — 7- x ,5 

a — b a — b 

d’ onde si deduce 

bh 4- y /■ b'h* + mh' x a + b 

” W)* 


( 2 )> 


a — b 


m-\-n 


( 3 ), 


L±±\ ... 

« — b) 

Riducendo questa espressione , si ottiene finalmente , 
bh h , { a' m + b' n \ 

* = - C m + n~) - <«• 

La sola ispezione di questi valori prova che sono sem- 
pre reali. 

In quanto ai segni dai quali sono affetti , possono 
presentarsi due casi primari , cioè : 
a > b o a < b. 

Nel primo caso , che è quello della nostra figura , 
si vede , dalla forinola (3) di questi valori, che il primo 
è positivo , e clic il secondo è negativo , giacché il ra- 
dicale è maggiore di . 

a—b 


Nel secondo , siccome 


_^_si cangia in 
a—b b—a 

ed il radicale diviene più piccolo di J^ 1 - ( perchè la 

b — a 

quantità sotto al viticolo è allora la differenza delle due 
quantità ) , ne segue che i due valori sono nel tempo 
stesso positivi ; e ciò risulta ancora dalla equazione (a), 
la quale prende , in questo caso , la forma 


a bh 


mh' x b -f- a 
m-\- n b 


b — a m- f- ri 0 — a 

Esaminiamo questi due casi successivamente, e pro- 
poniamoci la costruzione del problema. 

Sia , in primo luogo , a > b. 
Riprendiamo la forinola (3) dei valori di x , e pro- 
curiamo prima di valutare in linee le espressioni 
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bh ( a -f- b) h mh 

a — b a — b m-\-n 

che entrano nella composizione di questi valori. 

Prolunghiamo i lati CA , BD ( lig. j 8 ) fino al 
loro incontro in O; poi dal punto O , caliamo la per- 
pendicolare OF. 

I due triangoli simili OCD , OAB danno la pro- 
porzione 

a : b " OF : OE-, d’onde a — b : b :: h : OE-, 

dunque OE = — , OF = _^_+ h = ah - 
a — b a — b a — b 

Se, sopra OF prolungata, si prenda OF = OF , 
ne risulterà 


EF = OE + OF = OE + OF = ( q + 6 .) h. 

a — b 

itoli 

In quanto all’ espressione , basta dividere EF 

rn-j-n 

nel punto K in modo che si abbia il rapporto m : « ; 
poiché, dalla proporzione EK : KF :: min, si de- 
duce 

EK : EF :: m : m + n , d’ onde EK = — — . 

. m+n 

Costruite queste espressioni , è fàcile dedurne i due 
valori di x. 

Sopra KF' , come diametro , si descriva una se- 
micirconferenza , e si prolunghi EA fino in II. Ot- 
terremo cosi 

Elfi — EK X EF = mh V ( ° + b ) h . 

m-{-n a — b 
Condotta OH; nc risulterà 

OH = V + mh x — ° - + . b ^ h \ 

\( a — 1> )* m -f- n a — b /• 


Finalmente , dal punto O , come cen tro , e con il rag- 
gio OH , si descriva uri arco di cerchio che incon- 
trerà FF' nei punti I ed l' ; le distanze EI , EP rap- 
presentano i due valori di x. 

In fatti , abbiamo 

E I=OI— OE=yj( l> ' 4 - - mh — hh . 

\(n — by in-j-n a — b s « — b ’ 
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eil 

EF 


b'h' 


+ mh X (a+A)/A 
\^(a-6)* m-\-n a — bj 


-OE—or=- È!L— vf. 

a—b V( 

iV. /?. La seconda soluzione ET corrisponde eviden- 
temente ad un trapezio A'B'CD' eguale ed opposto al 
trapezio AB CD ; e la costruzione addotta ci fa cono- 
scere conte possa farsi servire la figura di un problema 
per la determinazione dell’ incognita. 

Esaminiamo qualche caso particolare. 
i.° Sia m = n , nel qual caso le due figure AB LG, 
LG CD devono essere equivalenti. 

L’ espressione di x diviene 

* = _ bh ir \( b% h ' + 7 1 x ( " + b )h \ ; 

« — b \(a ■ — (>)' e a — b ) 

e non vi è altra differenza , nella costruzione , se non 

in quanto ad EK che deve essere eguale ad - ,eper- 

3 

ciò basta dividere EF o h in due parti eguali. 

a.° Sia b = o , nel qual caso il trapezio diviene un 
triangolo OCD ( fig. ig). 

L’ espressione di x si riduce ad x = — X h ^ 

1 \m+n Zi 

e per costruirla , si divide OF , nel punto K , nel 
rapporto in ; n; si descrive sopra OF una semicir- 
conferenza , innalzando la perpendicolare K1I. Final- 
mente la corda OH , con un ’ arco di cerchio si porta 
da O in I, e da O in I' ; ed avremo 01 ed OF per 
risposte al quesito. 

Poiché da questa costruzione si ha 

OF = OIF — OK X OF-, 

d’onde OI=y~(j!lh. X h\. 

\rn 4- n ' 

Sia in secondo luogo , a < b. * 

11 trapezio ABCD (fig. ao) si trova allora in uni 
posizione rovesciata ; ed i valori di x prendono la forma 

x _ f, h l, ‘ /l ‘ mh x (ò+a)A \ 

b — a \{b — a/ rn-\-u b — a / 

Prolunghiamo aucora AC, BD finche s’ incontrino 
in O, e conduciamola normale indefinita EOE. I due 
triangoli OAB , OCD , danno 
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OE : OF 


b : a , d’ onde OE : h 


dunque OE — * h ; OF= Ò A. 
b — a 


h= 


b : b 
ah 


a\ 


F'E s= F‘ O + OE. 


b — a b — a 

Portando OF da 0 in F', si ottiene 
(6 -{- a) h 
b — a 

Si divida poi , come nella precedente costruzione , 
EF nel punto K nel rapporto m : n ; ne risulta 

EK = 

m + n 

Ciò posto , sopra EF' , come diametro , descriviamo 
una semicirconferenza ; ed innalziamo dal punto K 
la perpendicolare Kli , e tiriamo EH ; avremo 

EIF= EK X EF< = X - + a ^ h . 

m -f- n b — a 

Sopra OE , come diametro , si descriva uri altra se- 
micirconferenza , e si prenda una corda EH' = EH} 
ne risulta OH' = OE* ■ — EH '*} onde 


OIF=y( QE'—Ell , ')=y'(J > l h ' mh -.. X 

( b — a)' m-j-n b — a 

Finalmente , dal punto 0 come centro , e con il rag- 
gio OH' , si descriva un arco di cerchio che incon- 
tri EE' in due punti I ed I' ; avremo EI , EL' per le 
due soluzioni cercate. 

In fatti , da questa costruzione , abbiamo 

EE=EO — 01— —v f b h ' — mh , 

b — a \(b-ay m-\-n b — a / 

EI'=zEO+Or=:-^-+y'( b ' h ' — mh X 

b — a y(b—a)’ m-\-n b — a J 

Sia in terzo luogo a = b. 

Il trapezio si riduce allora ad un parallelogrammo 
( fig. ai ); ed i due valori di x , considerati sotto la 

forma (4), divengono x = ab — ab , 

o 

cioè, x = ~ , cd x = -. 

O O 

Ma se o • — b = o , 1’ equazione del problema , 

(a — b) **+ a b hx= ™JL (a + 6), 

m~tn 
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si riduce ad una equazione di i.° grado, cioè, 

T vomii' ,, , mh 

a a h x = ; d onde x= « 

m-\-n m-\-n 

Dunque, basta dividere la perpendicolare EF f nel 
punto /, nel rapporto m: n; il che è evidente , mentre 
i due parallelogrammi ABIjG , LGCD , che hanno la 
stessa base , sono fra loro come le loro altezze. 

40. Ultimo problema. Determinare la relazione che 
esiste fra i tre -lati di un triangolo qualunque ed il 
raggio del cerchio circoscritto a questo triangolo. Que- 
sto quesito si trova sviluppato in tutta la sua estensione 
nel t". 2°. 


CAP. IY. 

Delle Funzioni Esponenziali. 

41* La divisione generale delle funzioni in algebri- 
che e trascendenti esige ebe, cognita per quanto si è 
già esposto l’indole delle prime, vada ad esaminarsi quella 
delle principali fra le seconde. 

E siccome veruna operazione dell’ Algebra ordinaria 
può dare origine alle quantità con esponenti variabili, 
ne siegue che avremo una specie di funzioni trascen- 
denti in quelle forinole che includeranno, in qualsiasi 
modo , esponenti di tal natura. 

Egli è di queste funzioni che andremo ora a trat- 
tare, funzioni cui può darsi il titolo di esponenziali , 
perchè variano col variare dell’ esponente. 

42. 'Le funzioni esponenziali possono essere di più 
specie, sccondochò sono costituite da un numero co- 
stante con esponente variabile, come la funzione y —a x , 
ove a è costante ed x variabile, ovvero da un numero 
variabile con esponente variabile , tale sarebbe y' = u x t 
ove u ed x si suppongono variabili ambedue ; ovvero fi- 
nalmente da un numero di qualsivoglia natura elevato 
ad un esponente delle due prime specie ; tali sarebbero 

x x 

le due y = b a , y' = 2“ , ove b è costante , e z va- 
riabile. ’ , 
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$ I. Risoluzioni delle Equazioni esponenziali. 

45 . Prendiamo a<l esaminare la prima specie, cioè 
y = a x . Questa espressione potrà riguardarsi simile al- 
l’ altra u — aq"~ l , die nelle progre>sioni per quoziente 
esprime l’ultimo termine ( t. 1. (j 118 ), essendo a il 
primo termine , q il valore costante della ragione, ed 
n un qualunque numero di termini , die può variare 
al di là di ogni limite. 

Dunque nella nostra eguaglianza, ridotta a q n — 9 “. ? 

a 

abbiamo in q n , il numero costante q innalzato ad nn 
esponente variabile n. 

Diamo a questa, siccome è lecito, la forma a x =b, 
ove x — n rappresenterà un numero variabile inco- 
gnito , ed a — q un numero costante cognito , come è 

anche cognito b =^?. 

a 

Eguaglianze di tal’ indole a x == b , si chiamano equa- 
zioni esponenziali , per distinguerle da quelle consi- 
derale fin’ ora , nelle quali l’ incognita è innalzala a po- 
tenze indicale da numeri cogniti e costanti. 

Esaminiamo queste equazioni, alle quali va annessa, 
la teoria de’ logaritmi , la più importante delle mate- 
matiche. 

44. Proponiamoci la risoluzione dell' equazione a x =^b. 
L’ attuai quesito consiste nel trovare 1’ esponente x della 
potenza alla quale deve inalzarsi un dato numero a 
per produrre un’ altro numero dato b. 

Discutiamo con qualche caso particolare la nostra equa- 
zione a x = b. 

Debba risolversi l’equazione 2* = 64. Innalzando il a 
alle sue diverse potenze , presto giungiamo a 2° = 64. 
Dunque x = 6 scioglie il quesito. 

Così dall’ equaziono 5 * = 245 , si ha per soluzione 
x — 5 . In somma, finché il secondo membro b sarà una 
potenza perfetta del numero dato a , sarà x un numero 
intero, che si otterrà coll’ innalzare a alle suesuccesive 
potenze , partendo dal grado a. 

Debba ora risolversi l’equazione 2* = 6. Facendo .v=a. 
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ed * = 5, si trova 2* = 4> e 2 5 = 8. Dunque il va- 
lore di x è compreso fra 2 e 5. 

Poniamo x — 2 -j-ì ( nel nostro caso a;' > ì ). Sosti* 

tuendo questo valore di x nella proposta, avremo 

2 x ' = 6, o 2 ’ X a' 1 '* = 6. Dunque 
1 

5 x r 

- — 2 ; ed innalzando i due membri alla poten- 

2 » „ 
za x > vv * 

Per determinare *', facciamo successivamente *'=i, 

i /5\i 3 . j. 

x' = 2 , e troveremo = _ , numero minore di 

2 , e [_y = 2 numero maggiore di 2 ; perciò x' è 
\2/ 4 

compreso fra 1 e 2 . 

Poniamo dunque x' = 1 + ( ove x" > 1 ) , e 

x" 

sostituendo nell’ equazione esponenziale il valore di x ' , 
otterremo 


© 


1 +.-Ì7/ 


2, O- X 

2 


3\y' 


© 


2 , 0 , dividendo } 


cd innalzando alla potenza x " , V* =-. 


Da due ipotesi *" = 1 , e *" = 2 , abbiamo 
^ , numero più piccolo di - e 

„ 3 

2 


5 

/* A\ 2 1 6 . 7 i-3 

(-) = — = 1 -j- 1 , numero maggiore di — ; per- 

\y 9 9 a 

ciò x" è compreso fra 1 e 2 . 

Sia dunque*" = i-j- _2_, ed avremo dalla sostituzione 


-, i _L_ 1 

^ *"» _ 3 4 /VA yTT 5 . 

_ 5’°5 X (y =-. onde, ridu- 


ccndo , - 


4 

3 
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Se si fa successivamente x J " — 1 , a , 5 , si trova colle 
due ultime ipotesi , 

(I) 2 = I = 1 + S < 1 + 5 ■ 

(D 5 = B = 1 +srl numcro > 1 + s * 

perciò x"‘ è compreso fra a e 5. 

Sia x'" = 2 -j- JL, 1* equazione in x"' divie- 

<%» x v 


ne I 9 


a + ^ _ 4 


8i 


= 0 -^ X m = 


_ 4 


3 ’ 


3 64 

e perciò = ?. 

r Va43/ 8 

Operando sopra questa equazione , come sulle prece- 
denti , si troverebbero due numeri interi k e t + 1 , 


fra i quali sarebbe compreso x". Poniamo * ,y = i -f- — , 

A? 

determineremo x r come si è determinato x ,T , e cosi in 
seguito. 

Havviciniamo ora le ottenute equazioni 

*=2+ JL, *'=1+ _L ,x"=:i+_L, . 

x 1 ’ x" ’ x"‘ x'* ’ 

otterremo il valore di x sotto forma di frazione con- 
tinua 


x = a + 1 

— f 

x + 1 

1 + j_ 

a + 1 

x" 

Ma sappiamo ( n. i3 ) che, in una frazione conti- 
nua, più frazioni convergenti si assumono , e più uno 
si avvicina al valore del numcro ridotto in frazione con- 
tinua : perciò potremo , con tal mezzo , trovare il va- 
lore di x atto a veriiìcare 1 ! equazione 2 X = 6 , se non 
esattamente , almeno con quel grado di approssimazione 
che ci piacerò. 

Per esempio , formando le quattro prime convergenti , 
si trova ( n. 8 ). 
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i5 


— > 
1 


1 ’ a ’ 


la convergente — differisce dal valore di x di una quan- 

5 

tità minore di 3 — , o di — ( n. 12 ). 

(5)* a5 . 

Ma 1’ approssimazione è ancora maggiore ; perchè se si 
calcola il valore di x' r , si conoscerà , dalla equazione 

( l^ÌTl x =9 c h tì x " -è compreso fra a e 3 , e per- 
245/ 8 

: 2 + 1 , Dunque la 5“ convergente è 


ciò x * 


i5xa+5 £i _ Perciò , — differisce dal valore di x 
5X2-J-U 12 5 

di una quantità minore di 0 -^--r è la con- 


vergente 


ne differisce meno di 


12 


(12)* 144 

Debba inoltre risolversi l’equazione io = 2. Essendo 

qui x una frazione fra o ed 1, rappresenteremo x = 

j 

o -f* T e sarà x 1 > 1. Avremo da ciò ìo^ = a ; onde 

AJ / . 

io = 2 X fà che il valore di x 1 sia compreso fra 3 e 4i 
giacché a 5 = 8, 2 4 = 16. Faremo dunque a:'=3-f — ~ , 


5 +777* 


, ossia io = 8 X 2' 


ed avremo io = a 
1 

5 * T ' / 5 \x " 

onde 4 = a =a. 

Qui il valore di x" essendo compreso fra 3 e 4 > po- 
trà rappresentarsi con *" = 3 + - > e ci darà 


ia5 

"G4 
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Al valore di x'" compreso fra 9 e io potrà sostituirsi 

9 + ; e si troverà che x” è compreso fra a e 5. 

Prendendo 2 per x '* , avremo 

x'"=9+i ;x "= 3 + - ;*'= 3 + x , ed 

2 

ar = o + l 2 ' — 

3 +i 9 + L 

3 +i 2 

9 + i • 
a -f- ec. 


Questa frazione continua ridotta in frazioni conver- 
genti ci darà 

° , 5 , 3 , 9 , 2 , ec. 

1 o 1 3 28 fiq 

— 3 — > — j — ì — — - j i 

01 10 10 g 3 196 

Quest’ ultima convergente ridotta in decimali ci dà 

-^9 = o , 3 oio2 * 

196 • 

Dunque 2 = io x = 10 — 10 ’’° °’ 

Ma adducasi il metodo generale. Sia a* — fi l’equa- 
zione da risolversi. Formando le potenze successive di 
a , si trova che fi è compreso fra 

a" ed a n *. Perciò , faremo x = n ; e sosti- 

x 1 

tuendo questo valore nella equazione , otteniamo 

, j_ 

« ' i 7 " = b , equazione clie si riduce a 

1 


X* y / 3 \ jjjt 

o" X « = fi , d’ onde f ~~r~ ) = a ; 0 , ponen- 

v> 0 b ' x ‘ 

do , per maggior semplicità , - — = c , c = a. 

a" 

Operando su questa equazione come sulla proposta si 
riconoscerà che x 1 è compreso fra «' ed n 1 + 1 , il che 


ci darà x 1 = -j- _+ . Dal sostituire questo valore 

x" 

nella equazione in y' , saremo parimente condotti a ri- 
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tX" 

sol vere un’ equazione della forma a = e , ( d avendo 

per valore n ' ) ; e così in seguito. Dunque Cnal- 
c / 

mente si otterrà per valore di a; una espressione della 
forma 

x = n + i 

n' - j- i 

«" + l 

n'" + .... 


Inoltrando sufiieientemente la serie delle operazioni , 
si otterrà il valore di x con quel grado di approssima- 
zione che si vorrà , e questo grado potrà sempre valu- 
tarsi , poiché è indicato dal quoto dell' unità divisa per 
il quadrato del denominatore dell' ultima convergente 
alla quale saremo pervenuti ( n°. 2g ). 

45 . Osservazioni. i\ Se nell’ equazione a* — b , si 
supponga b < a, mentre b è > l , siccome a° = 1, ed 
a* = a, ne siegue essere x compreso fra 0 cd 1, ed 


in 


tal caso convien porre a; 



2*. Se poi fosse 6 < 1 , ed et > 1, nell’ equazione 
a 1 — b , converrebbe porre x = — y , e si avrebbe 

— b , donde a T , e siccome-> 1 , dovrà deter- 
b b 

minarsi y con il metodo dato poc’ anzi , cd al suo valore 
corrisponderà quello di x , preso negativamente. 


GAP. V. 
Teoria dei Logaritmi 


46. Introduzione. Se si supponga che , nella equa- 
zione esponenziale a* = y (a conservando sempre lo 
stesso valore positivo si sostituiscano ady tutti i possi- 
bili numeri aritmetici positivi , potremo , per ciascun 
valore di y, determinare, con il metodo del nuin. 44 3 
il valore dell’esponente x, se non esattamente, almeno 
a quell’ alto grado di approssimazione che ci piacerà di 
giungere. 
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A ciascuno dei diversi valori che viene a ricevere 
l’esponente variabile x, che corrisponde alla potenza 
espressa che vien rappresentata dal numero y , è stata 
data la denominazione di logaritmo ; cosicché potrem 
dire che 1 ’ esponente x di una potenza indicata è il lo- 
garitmo di una potenza espressa da y. Diamo a tutto 
ciò un maggiore sviluppo, col supporre primieramente 
a > 1. Dal supporre successivamente a; = o, 1 , a , 5 , 4 , 
ne risulteranno per y dei successivi valori nell’ equa- 
zione a* = y ; cioèjt' = 1 , a , a' , a 5 , a 4 , 

Facendo poi crescere x a gradi impercettibili da o 
fino ad 1 , otterremo per i valori di y altrettanti nu- 
meri intermedj fra 1 , ed a. Similmente dando ad x 
tutti i valori possibili da 1 fino a 2 , verrà a ricevere 
y tanti valori compresi fra a ed a* ; e così successiva- 
mente. Dunque , tutti i valori di y maggiori dell' unità , 
sono prodotti dalle potenze di a , che ha gli esponenti 
positivi , intieri o frazionari ; ed il valore di x è tanto 
più grande quanto più grande è il numero y 
Dal far poi * = o , — l, — 2 , — 3 , — 4 , ■ — 5, ... 


ne risulta y — 1, — , _ , —, —, —, 
a a a à a 1 a J 

dunque, tutti i valori di y minori deir unità, sono 
prodotti dalle potenze di a che hanno gli esponenti 
NEGATIVI; ed il valore di x è tanto più grande in 
senso negativo , quanto più il valore di y si avvicina 
a o. Dunque y divenuto zero ha per logaritmo l’ in- 
finito negativo. 

Sia , al contrario , a < 1 , ed eguale ad una frazio- 
ne^; facendo x = o, l, 2, 5, 4» 5, 

/I* 7 


si trova 



» 


c dal fare x = o, — 1, — 2, — 3 , — 4 > — 5 , ...» 

si ottiene y = ì , a ' , a ' 1 , a n , a K , « ,s , 

cioè nell’ipotesi di a -< ì , tutti i numeri sono gene- 
rati dalle diverse potenze di a, in un’ordine inverso a 
quello in cui lo sono, quando si suppone a > 1. 

Sempre però si verifica la conseguenza generale, che 
tutti i possibili numeri aritmetici positivi rappresentati 
da y, possono essere generati da un qualunque nu~ 
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mero aritmetico a positivo e costante , inalzalo a po- 
tenze idonee. 

N. B. Bisogna però supporre a diverso dall’ unità , 
perche tutte le potenze di 1 sono eguali ad x 

Ciò posto concepiamo che siasi formata una tavola ; 
che contenga , da una parte tutti i numeri interi arit- 
metici positivi ed al loro lato i re- 

spettivi esponenti x , x' , x" , ..... delle potenze alle 
quali dovrebbe innalzarsi un numero invariabile a po- 
sitivo per formare tutti questi numeri aritmetici positivi 
ed interi , ciascuno de’ quali avrebbe per suo logaritmo 
il respettivo esponente di a. E così avremo l’ idea di 
una tavola di logaritmi. Dunque un numero ha per 
logaritmo V esponente della potenza , alla quale ha do- 
vuto innalzarsi un numero aritmetico positivo ed in- 
variabile , per produrlo. 

Questo numero invariabile può prendersi in origine 
ad arbitrio ( purché sia > , o < l ). Ma quando si è 
scelto, deve permanentemente restare lo stesso per for- 
mare tutti i numeri, e perciò ha il nome di base del 
sistema de’ logaritmi (1). 

Qualunque sia la base che si è scelta , il logaritmo 
delia base è l’ unità , ed il logaritmo di i è O. 

In fatti abbiamo 1°. a* == a , d’ onde log a = x ; 

a°. a 0 = 1 , d’ onde log x = o , 

( Per brevità si rappresenta la parola logaritmo con le 


(ì) La baie a per formare i logaritmi non potrebbe essere ne- 
gativa ; poiché le potenze del numero negativo a divenendo al- 
tura alternativamente negative e positive non potrebbero darci 
pery dei numeri crescenti in maniera uniforme. Per es. facendo 
x = x, a, 3, 4 si avrebbero per — 5 X i successivi va- 
lori — 5, +a5, — 125, -f Che se si dassero ad x va- 

lori frazionar], fissa restando la base negativa, si otterrebbero 

per y valori immaginarj ; come (—5) * ='f^~ — 5. È dunque im- 
possibile che le potenze di un numero negativo possano rap- 
presentare tutti i numeri possibili. 

Siegue di qui che per i numeri negativi non esistano logarit- 
mi ; e che perciò debbano riguardarsi come immaginarj i loga- 
ritmi dei numeri negativi ; giacché qualunque base positiva in- 
nalzata a qualunque potenza x, sia x intera, sia frazionaria , sia 
positiva, sia negativa , si hanno per potenze corrispondenti sem- 
pre numeri positivi interi o frazionar]. 
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tre lettere log senza punto , o con la sola prima let- 
tera 1. seguita da un punto ). 

Vediamo ora la proprietà di una tavola di logaritmi , 
rapporto ai calcoli numerici. 

47. Moltiplicazione e divisione Aritmetica. Primie- 
ramente una serie di numeri y , y ' , y" , y '" , 

debbano moltiplicarsi fra loro. Rappresentiamo con a 
la base di un sistema di logaritmi ( che supponiamo già 
calcolati); e con x, x ' , x" , x'" , .. 

i logaritmi respettivi di y, y ' , y" , y"' . . . 

Avremo dalla data definizione ( n°. 46 ) la serie di 
equazioni 

y==a x , y== a x ',y" = a 1 " , y'" == a 1 '", 

Moltiplicando i membri corrispondenti di queste equa- • 
zioni , si trova 

^yy-y" + 

Dunque , log yy' y" y 1 " . . = ar -f- x' -f- x" -f- x '" . . . 

= log y + logy -f Jogy' + logy". . . 
cioè il logaritmo di un prodotto è eguale alla somma 
dei logaritmi dei fattori di questo prodotto. 

Siano in secondo luogo da dividersi gli uni per gl’altri 
due numeri y edy, che hanno x ed x' per logaritmi; 
avremo le equazioni 


y — a x ,y l = a t ', 


donde si deduce = a x ~ x ' 

y 


Dunque log £ = x — x' — log y — logy; 

y 

cioè il logaritmo del quoto di una divisione è eguale 
alla differenza fra il logaritmo del dividendo ed il 
logaritmo del divisore. 

Conseguenze di queste due proprietà. Per effettuare 
una moltiplicazione , si prendono nella, tavola i loga- 
ritmi dei fattori , e la somma di questi logaritmi sarà 
il logaritmo del prodotto ; dunque, cercando questo nuo- 
vo logaritmo nella tavola, e prendendo il numero che 
gli corrisponde, avremo da esso il richiesto prodotto. 
Onde mediante una semplice addizione si ottiene il 
risultato di una moltiplicazione. 

Così, dovendo dividere un numero per un’altro, si 
sottrae il logaritmo del divisore da quello del dividen- 
do, poi si cerca a qual numero corrisponda la dilfe- 
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rema ; questo sarà il quoto che si cerca. Perciò; con 
una semplice sottrazione si trova il quoziente di una 
divisione. 

48. Formazione delle potenze ed estrazione delle ra- 
dici. Sia in generale un numero y da innalzarsi alla 

potenza^.; rappresentando sempre con a la base, e con 
n 

x il logaritmo di y, avremo l’equazione 

a* —y 

cd , innalzando i due membri alla potenza— , 

n 


m 




Dunque log y n = T ~ . x log y • 

n n 

cioè , il logaritmo di qualunque numero potenziale è 
eguale alF esponente potenziale moltiplicato per il lo- 
garitmo del numero generatore. 

Sia , come caso particolare , n = 1 ; ne risulterà 
m 

log y *= m. log y , equazione che si ottiene con una 
legge analoga alla precedente. 

Sia ora m — 1 , essendo n qualunque , otterremo 
1 

log y 1 * , o log \/~ y — — log y ; 

n 

cioè il logaritmo di una radice di qualunque grado 
di un numero y è eguale al quoziente che risulta dal 
logaritmo di questo numero , diviso per F esponente 
della radice. 

Dunque i.° per formare una qualunque potenza di 
un numero y , basta prendere il logaritmo di questo 
numero nella tavola , e moltiplicarlo per l’ esponente 
della potenza richiesta; e poi cercando nelle tavole que- 
sto prodotto logaritmico , a questo corrisponderà un nu- 
mero che sarà appunto la potenza che voleva formarsi. 

2.° Per estrarre una radice , basta dividere il logaritmo 
del numero proposto per 1’ esponente della radice , e 
poi cercare a qual numero corrisponde il quoto , ed avre- 
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ino la radice richiesta. E così , con una semplice mol- 
tiplicazione , ed una semplice divisione , si trova il 
rispettivo risultato di una formazione di potenza , 
ed estrazione di radice, operazioni altronde molto com- 
plicate con i noti metodi. 

Formazione di una tavola logaritmica. 

4 g. Le proprietà ora dimostrate sono indipendenti 
da qualunque specie di sistema di logaritmi; ma le con- 
seguenze che nc sono state dedotte , cioè , 1 ’ uso che 
può farsene nel calcolo dei numeri aritmetici , suppon- 
gono già costruita una tavola , che contenga da un lato 
tutti i numeri , e dall’ altro i logaritmi di questi nu- 
meri , calcolati su di una data base. Ora , per formare 
questa tavola , bisogna , come si è detto , esaminando 
l’equazione a x =y, far passare il numero y per tutti 
i stati di grandezza possibili , e determinare il valore di 
x corrispondente a ciascuno dei valori di y , con il me- 
todo del num. 44 * 

Le tavole più usitate , che perciò diconsi comuni , sono 
quelle nelle quali la base è eguale a io e la loro co- 
struzione si riduce alla risoluzione della equazione io x ==y. 
Facendo successivamente y eguale alla serie de’ numeri 
naturali , i, a, 5,4, 5,6, ...si presentano a ri- 
solversi le equazioni 

io* = 1 , io x = s, io* — 3 , io* = 4 » • • • 

Osserviamo altronde che basta di calcolare direttamente, 
con il metodo del n. 44 , i logaritmi dei numeri pri- 
mi 1 , a,5, 5 , 7 , li , i5 , 17 , ... ; perchè, si otter- 
ranno i logaritmi di tutti gli altri numeri interi posi- 
tivi risultanti dalla moltiplicazione di questi differenti 
fattori , ( n. 47 ) coll’ addizione dei logaritmi dei nu- 
meri primi. 

Così, essendo il 6 decomponibile in ax3, abbiamo 
log 6 = log a -j- log 5 , ed essendo 

34 = a 5 x3 ; sarà log 24 = 3 log a + log 3. 
Sia 36o = 2 s x 3’X5 ì ne risulterà 

log 36o = 3 log 2+2 log 3 + log 5. 

Bastano poi le tavole dei logaritmi dei numeri interi 
per ottenere il logaritmo di un numero frazionario , sot- 
traendo il logaritmo del divisore da quello del dividendo 
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C ciò risulta da quanto si è detto rapporto alla divi- 
sione effettuata coi logaritmi ( n. 47 ). 

5 o. Supponendo già costruita una prima tavola di lo- 
garitmi , è facile costruirne quante altre a noi piace , 
per mezzo di questa. 

Sia in fatti a la base di un primo sistema già for- 
mato , b la base di un nuovo sistema da costruirsi ; rap- 
presentiamo con N un qualunque numero aritmetico, 
ed i due logaritmi di questo numero , calcolati sopra 
le basi a , e b , rappresentiamoli respettivamente con 

V- 

log N, ed X; avremo l’equazione b =N. D’onde, 
prendendo i logaritmi dei due numeri b ed N nel si- 
stema che ha per base a avremo X log b = N. 

log JV 

Dunque X= e b^ — ò log 6 — N. 

1 log b ’ 


E ciò prova che il logaritmo cognito di un numero 
N spettante ad un primo sistema , diviso per il lo- 
garitmo di una nuova base b dedotto similmente dal 
primo sistema , ci dà per quoto il logaritmo del me- 
desimo numero N per un secondo sistema. 

Così il logaritmo di 4 > nel sistema che ha per base 5 , 

ha per valore ^ > log 4 e log 3 essendo due logaritmi 

calcolati nel sistema cognito , che ha per base 10. 

Siano N, N‘ N" , ... tanti numeri, a la base di 
un sistema già formato , b quella di un sistema da co- 
struirsi ; avremo la serie di equazioni , 

*=n=à • '«8 x =i yr-'»s ; *"=;>*" 

d’ onde si vede eh* , essendo già formata una prima 
tavola , per costruirne una nuova , basta moltiplicare 
i rispettivi logaritmi del primo sistema per il numero 


costante Questo numero costante , con cui de- 

vono moltiplicarsi i logaritmi dei numeri di un sistema 
peravere i logaritmi dei numeri medesimi per un’al- 
tro sistema si chiama modulo della nuova tavola rap- 
porto alla primitiva. Calcolati dunque i logaritmi di tutti 
1 numeri nel sistema che ha per base a sarà facile ottenerli 
per li stessi numeri per un sistema che ha per base b. 
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$. L Disposizione ed usi delle tavole ordinarie. 


Benché , in tutte le tavole che si conoscono , si trovi 
posta al principio dell’opera una spiegazione sulla ma- 
niera con cui sono esse disposte , e sull’ uso che può 
farsene, pure crediamo di dover’ entrare in qualche det- 
taglio su la materia , perchè ci siamo avveduti che i 
studenti, benché compresa avessero la teorìa de’ loga- 
ritmi; pure si trovavano imbarazzati nelle più semplici 
applicazioni di questa teorìa , per mancanza di ajuti 
addottali ad affettuare queste applicazioni. 

Supporremo che si faccia uso delle tavole di Callct 
che ci danno i logaritmi espressi da frazioni decimali 
esatte fino alla 7.”“ cifra decimale. Da tavole meno estese 
non possono ottenersi risultati esatti a bastanza. I prin- 
cipii però che ora stabiliremo saranno applicabili a tutte 
le altre tavole. 

5 i. Si è veduto che , nel sistema che ha per ba- 
se 10 , non vi sono che le potenze perfette di 10 , 
come 100, 1000, 10000, .... clic possano avere lo- 
garitmi commensurabili. Tutti gli altri numeri interi 
hanno logaritmi incommensurabili , che non si sono 
potuti ottenere che con un certo grado di approssi- 
mazione. 

Ciò posto , ecco alcune nozioni importanti sulla com- 
posizione dei logaritmi ordinari. 

Se si fa , nell’ equazione 10* = y , 

* = 0,1, 2, 3 , 4, 5 ,... n — 1 , n; 
ne risulta iy=l, 10, 100, 1000, 10000, 100000, ... 10" — ', io" 
Ponendo poi *=0, — 1, — 2, — 5 , — 4, — 5 ,. . . — (n — 1), — n 
si trova 



1 1 

, 

1000 10000 


1 1 

10 «— / 5 10" 


Dunque , i.° i logaritmi di tutti i numeri maggiori 
dell’unità, sono positivi , c crescono da olino all’infi- 
nito; i logaritmi delle frazioni sono negativi, ma han- 
no un valore tanto più grande , prescindendo dal se- 
gno , quanto è più piccola la frazione ; cosichè , se si 
considera una frazione minore di qualunque grandezza 
daia, il suo logaritmo negativo è di un valore infini- 
tamente grande , prescindendo dal segno, e ciò si espri- 
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me in un modo compendioso , dicendo zero ha per lo- 
garitmo P infinito negativo , cioè log o = — oe , come 
si accennò altrove. 

2°. Considerando un numero intero di una , di due, 
di tre , in generale di n cifre , siccome questo nu- 
mero è compreso fra 1 e io, io e 100, 100 e 1000, . . •> 
e in generale fra io" — 1 e io”, ne siegue che la parte 
intera del suo logaritmo è eguale a o, 1, 2, 3 ,.... 
n — 1 , n : cioè che questa parte intera racchiude tante 
unità meno una quante sono le citi e del numero. Per- 
ciò 3749 , p er esempio , essendo compreso fra 1000 e 
10000 , o io 5 e io 4 , ha 3 per parte intera del suo lo- 
garitmo; e la parte frazionaria è, come si è detto, 
ridotta d’ordinario in decimali. 

La parte intera è stata chiamala caratteristica , per- 
chè caratterizza con il quantitativo delle sue unità, il 
quantitativo delle cifre che competono ai numero che 
corrisponde a questo logaritmo. Per esempio , se 5 è la 
caratteristica, si può concludere che il numero corri- 
spondente è compreso fra io 5 e io* , cioè che è com- 
posto di sei cifre. Dunque la caratteristica ha tante 
meno una unità quante sono le cifre elei numero. 

52 . Se alla sola caratteristica del logaritmo cognito 
di un qualunque numero aritmetico , si addizioneranno 
1,2,3,... unità , si otterrà il logaritmo di un nu- 
mero 10, 100, 1000, ... volte più grande del nu- 
mero primitivo. In fatti abbiamo 
( rum. 47. ) , log ( a X io” ) = log a -}- log 10" 

= log a -J- 7j ; ciò che prova che basta che al logarit- 
mo di a aggiungiamo n unità, per avere il logaritmo 
di un numero 10" volte più grande di a ; ora questa 
addizione non può effettuarsi che sulla caratteristica. 

Reciprocamente , sarà ( num. 47* ) 

log* — = log a — log io" = log a — n 
10" 

cioè per avere il logaritmo di un numero 10° volte più 
piccolo di a , basterà sottrarre n unità dal log a , sot- 
trazione che non può effettuarsi che sulla sola carat- 
teristica. 

Ed è perciò che il sistema de’ logaritmi comuni , che 
hanno 10 per base, offre maggiori vantaggi di qualun- 
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que altro. In fatti , occorrendo spesso di dover molti- 
plicare , o dividere per io, 100 , xooo ... ; queste ope- 
razioni si riducono a semplici addizioni o sottrazioni di 
unità effettuate sulle respettive caratteristiche. Si vede 
da ciò die ai otterrà il logaritmo della frazione de- 
cimale , se prescindendo dalla virgola , si cercherà il 
logaritmo del numero reso intero , e si sottrarranno 
poi dalla sua caratteristica tante unità quante sono 
le cifre del decimale. 

Ma discendiamo agli usi delle tavole. L’ impossibilità 
di situare nelle tavole i logaritmi di tutti i numeri, ha 
fatto che s’inserissero quelli soltanto dei numeri interi 
lino ad un certo limite. 

( Quelli di Callet si estendono fino a 108000 ). 

Pure potremo effettuare qualunque calcolo aritmetiro 
coi logaritmi , mediante la risoluzione di questi due 
quesiti : 

1. Dato un numero qualunque , determinarne il lo- 
garitmo : 

2. Dato un logaritmo , determinare il numero che 
gli appartiene. 

55 . Per risolvere il primo quesito , prendiamo pri- 
mieramente un numero intero. Se questo non eccede 
108000 , lo cercheremo nella colonna dei numeri delle 
tavole, e trovatolo espresso da N , vedremo che al suo 
lato si trova immediatamente il suo logaritmo. 

Se poi eccede i limiti delle tavole, come sarebbe il 
numero 34735879 , il quale , avendo 8 cifre , ha 7 
unità per caratteristica del suo logaritmo j si ridurrà 
il quesito a trovare la parte decimale di questo loga- 
ritmo. 

Questa , da quanto si è detto al num. 5 i , è la stessa 
che quella del log. 54735 , 879. Ma , col separare a 
destra di questo nostro numero tante cifre che lascino 
trovare nelle tavole quelle che restano a sinistra , ot- 
teniamo un numero compreso fra 34735 e 34736 . E 
perciò il suo logaritmo è eguale a quel lo- del log. 34755 
piu una parie della differenza che esiste fra log. 34735 
e log. 34736. 

Ora le tavole ci danno log. 34735 = 5407675. 

( È inutile il considerare la caratteristica 4- )• 

Inoltre dalla differenza fra log, 34756 e log. 34735 , 
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risaltano ia 5 unità dell ordine della r j. ma cifra deci- 
male. 

Ciò posto , la parte di quella differenza da aggiun- 
gersi a 5407673 per avere log. 54735 , 879 , si ottiene 
fissando questa proporzione : se da una unità di dif- 
ferenza fra i numeri 34736 e 34735 si hanno ia 5 
decimi-millesimi di differenza fra i loro logaritmi , da 
o , 879 di differenza fra 34735 , 879 e 34735 quanta 
differenza si avrà fra i loro logaritmi ? 
cioè 

1 : ia 5 :: o, 879 : x = ia 5 X o, 879 = 109 , 875; 
ed il prodotto log, 875, o piuttosto 1x0 diecimilionesi - 
mi, esprime la quantità che deve aggiungersi a 5407673 j 
ciò che dà 5407783. Dunque finalmente , il logaritmo 
del numero proposto è 7,5407783. 

Nella pratica , ecco come si dispongono i calcoli : 
Numero proposto ; 34735879 ; 
separando tre cifre a destra 34735 , 879 

log347 35=5407 67 3 .. 
Differenza fra i due logaritmi consecutivi. ... ia 5 
Differenza dei numeri o , 879 


Prodotto di ia 5 X o , 879 = log , 876 

Aggiungersi 110 

al log. 34735 = 5407 673 

Somma logaritmica = 5407783 

Dunque , log. 34735879 = 7 , 5407783. 

Sia, per 2 0 . esempio, 7o54o3g. 

Separando due sole cifre , 70540 , 3 g , 


log 70540=8484355 y 
in decii 


differenza logaritmica in decimi milionesimi 62 
differenza de’ numeri o , 3 g 


Prodotto di 6a X o , 3 g = 34 > 18 

Aggiungendo 24 

al log di 70540 8484555 

otterremo la somma logaritmica = 8484379. 

Ma il numero proposto ha sette cifre, 


dunque log 7 o 54 o 3 g = 6 , 8484379* 

In egual guisa si troverebbe 

log 70004739=7,8451275. 
Osservazione. Per risolvere il precedente quesito , 
abbiamo stabilito una proporzione fra le differenze dei 
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numeri e le differenze dei loro logaritmi. Dimostrere- 
mo , trattando delle serie , che questa proporzione non 
è mai esatta , ma che si avvicina tanto più all’ esattezza 
quanto più grandi sono i numeri per i quali viene sta- 
bilita. Faremo anche vedere che , servendosi delle ta- 
vole di Callet , l’ errore non influisce sulla q. m “ cifra 
decimale del logaritmo , finché i numeri sorpassano loco. 
Ecco il perchè , quando un numero eccede i limiti delle 
tavole , si devono separare a destra meno cifre che sia 
possibile. 

Supponiamo in secondo luogo un numero composto 
di un’ intero e di una frazione. Si riduce prima Fin- 
terò in frazione , poi si sottrae il logaritmo del de- 
nominatore da quello del numeratore. Così , 

1 . 359^=1.2^^=4,1893218— 1 , 6334685 = 3 , 5558533 . 

45 45 

Se il numero è una frazione ; il logaritmo è negativo , e 
si ottiene sottraendo il logaritmo del numeratore da quello 
del denominatore , e dando al risultato il segno — ; così 

log 1 = — ( log 9 — log 7 ) — — o , 10914447- 

9 

Se il numero è una frazione decimale , si prescinde 
in prima , dalla virgola} poi, dopo di avere ottenuto 
il logaritmo del nuovo numero, si tolgono da questo 
logaritmo tante unità quante erano le cifre decimali , 
come ne’ seguenti esernpj. 

log 75 , 47325 = log 7047026 5 = 1 , 8777931 ; 

log o, 0739=1. 739 — 4 == — ( 4 r — F 7 ^ 9 ) == 1 > i 3 i 3556 
log o, 004734 = Ìog 4754 — 6 = — (6 — l- 47^4 ) 
— — 3, 3247717. 

54 . Dato un logaritmo, trovare il numero corrispon- 
dente. 

Si presentano qui due casi principali : o il logaritmo 
dato è positivo , o è negativo. 

Primieramente , se è positivo , ed ha 4 per caratteri- 
stica , che è la più alta delle tavole , si cerca questo 
logaritmo fra quelli dei numeri di cinque cifre ; e nel 
caso che esso si trovasse nelle tavole , avrebbe al lato 
il numero corrispondente. 

Ovvero questo logaritmo cadrà fra due logaritmi con- 
secutivi delle tavole, ed in tal caso, il numero cer- 
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cato è eguale al più piccolo dei due numeri che cor- 
rispondono a questi logaritmi , aumentato di una certa 
frazione che deve determinarsi , almeno per approssi- 
mazione. 

Rappresentiamo con L il logaritmo proposto , con log 
N il più piccolo dei due logaritmi consecutivi che lo 
comprendono. Sia poi S la differenza ( data dalla ta- 
vola ) fra i due logaritmi consecutivi , e 5 ' la differenza 
fra L e log N-, per ottenere la frazione cercata , stabi- 
liremo la proporzione. 

Se per à , differenza fra due logaritmi consecutivi , 
log N, e log (N- j- / ), si ha un ’ unità di differenza 
fra i numeri , per 5 ', differenza fra Ij e log N ì qual 
differenza dovrà aversi fra i numeri ? 

cioè, S : 1 ; ; $•: x = 1; 


ed il valore di questo quarto termine è il numero da 

• • 1 ? 1 ! 1 ’ 


lo avvicina è 


7525626 


Differenza logaritmica 55 . 

11 numero corrispondente a 7325626 
è ‘54021; la differenza logaritmica fra log 54022 e log 
64021 è 81. 


Proporzione , 

tz 

81 : x \ * 53 : x =_ = o, 65 , vicino a o, io; dun- 

8 l 


que 4 » 732567^ = log 54021 , 65 . 

Se , essendo il logaritmo dato positivo , la sua carat- 
teristica è più piccola di 4 j incominccremo dall’ assi- 
curarci , se esso si trovi interamente nelle tavole , nel 
qual caso si avrebbe immediatamente il numero corri- 
spondente. 

Ma se non vi si trova tutto intero , si renderà prima 
la caratteristica eguale a 4 , coll’ addizione di un ido- 
neo numero di unità ( affine di potere stabilire la pro- 
porzione, che non è a bastanza rigorosa che allorquando 
i numeri superano 10000 ) ; poi si cercherà il numero 
che corrisponda a questo nuovo logaritmo ; e finalmente 
si dividerà questo numero per 10 , 100 , 1000 , ...... 
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secondo che saremo stati costretti di aggiungere 1,2, 
3 ... unità alla caratteristica. 

Così, sia proposto il logaritmo a, 4567398. 

Questo logaritmo non è interamente nella tavola; ma 
aggiungendoli a unità , si trova 

4 , 4567398 = log 28634 » 63 ; prossimo di o , 01 ; 
dunque ( num. 44 ). 

2 , 4567398 = log 286 , 2463. 

Si troverebbe egualmente 

o , 3472586 = log 2 , 224634 , risultato esatto fino 
ad o , 000001. 

Se la caratteristica eccede 4 , w renderà eguale a 4 
col sottrarre un’ idoneo numero di unità ; si determi- 
nerà il numero corrispondente a questo nuovo loga~ 
ritmo , poi si moltiplica questo numero per 10, 100, 
1000 , secondo che si sono sottratte 1 , 2, 3 ,. . . unità 
dalla caratteristica. 

Secondariamente , se il logaritmo dato è negativo , 
il numero che gli corrisponde è una frazione, che può 
ottenersi con un grandissimo grado di approssimazione. 

Sia , per esempio , — a , 4537875 , il logaritmo pro- 
posto. 

Per ottenerlo , incominciamo dall’ aggiungere 7 unità 
a questo logaritmo , il che si riduce a sottrarlo da 
7,0000000. 

( Questa preparazione ha per oggetto di rendere la 
caratteristica eguale a 4 ). 

Otterremo con ciò +7 — 2 , 4537876 = 

= 4 , 6462125 = log 35175 , 25 . Ma , aggiungendo 7 
unità alla caratteristica, venne a moltiplicarsi il numero 
per 10000000 , perciò , per ottenere il vero valore del 
numero cercato , conviene , fare avanzare la virgola di 7 
sedi verso sinistra, e si ottiene. 

— 2 , 4537875 s= log o , odòSinfob- 

Vi è ancora un’ altro mezzo di determinare il nu- 
mero corrispondente ad un logaritmo negativo , ma que- 
sto mezzo conduce d’ ordinario ad un risultalo meno 
esatto del precedente. 

Riprendiamo il logaritmo, — 2, 4537875, che cor- 
risponde a log 1 — 2, 4537876 ( poiché si ha log 1 —O), 

Se si chiami x il numero corrispondente a 
2 , 4537875 , si avrà. 
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log 1 — 3 , 4557875 = log 1 — log X — log J ; 

d’ onde siegue che , per trovare il numero richiesto , 
basta dividere V unità per il numero che corrisponde 
al logaritmo proposto , prescindendo dui suo segno. 

Ma siccome x non può ottenersi che con un grado 
di approssimazione che è spesso assai limitato, perciò 
il quoto dell’ unità per questo numero , non ha che 
un’ approssimazione assai limitata , ed inoltre , non può 
determinarsi in un modo preciso il grado di approssi- 
mazione , perchè non è esatto il denominatore della fra- 
zione ì ; tuttavia si fa uso , qualche volta , di questo 

espediente sopra tutto ne’ quesiti che non esigono una 
grande esattezza , perchè esso è di una più pronta ese- 
cuzione. 

§. II. Dei complementi aritmetici. 

Accade spesso , nelle applicazioni , di dover determi- 
nare il risultato dell’ addizione e della sottrazione di 

S iù logaritmi. Si è pensato di ridurre questa successione 
i operazioni ad una sola addizione , per mezzo dei com- 
plementi aritmetici. 

Per complemento aritmetico di un numero deve in- 
tendersi la differenza fra questo numero , e 1’ unità se- 
guila da tanti zeri quante sono le cifre del numero pro- 
posto. Per es. il complemento aritmetico del numero 
S7456 = 100000 ■ — 07456 = 62544. In simil guisa 
si chiama complemento aritmetico di un logaritmo , 
ciò che manca a questo logaritmo per avere il valore 
di 10 unità intere ; o , ciò che è lo stesso, il risul- 
tato che si ottiene sottraendo il logaritmo proposto , 
da 10. Così 

compì. 3,4725845 = 10 — 3,4735843 =6,5274157, 
compì, 2,7525490 =10 — 2,7525490 = 7,2674510. 

In breve si ottiene un complemento , sottraendo la 
prima cifra a destra del logaritmo dato , se essa è 
significativa , da 10, e tutte le altre sue cifre da g. 
Questo complemento può dunque esser formato , per così 
dire , dalla sola ispezione di un logaritmo. Ciò posto , 
ecco 1’ uso dei complementi aritmetici. 
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Debba trovarsi il risultato numerico deli’ espressio- 
ne/ — I + l" — /'" — Z 1 ’ + /' — etc , ove 

/ , , Z" , sono logaritmi da aggiungersi , e da sot- 

trarsi fra loro. Basterà osservare che alla nostra espres- 
sione può darsi la forma. 

I -f /" + /’ + io — 4- 10 — V" + io — Z‘ v — 3 o, 

ovvero , 

Z 4 ~ l" -f* /' + compì. V 4 - compì. /'" 4 - compì. Z ,v — 5 o; 
e vedremo cbe , per avere il risultato che si cerca , deve 
farsi la somma dei logaritmi addi itivi e dei comple- 
menti dei logaritmi sottrattivi , e poi da questa somma 
deve sottrarsi io tante volte quanti complementi sono 
stati addizionati. 

Addottando il metodo ordinario , dovrebbe farsi la 
addizione dei termini addittivi , e quella dei termini 
sottrattivi , e poi sottrarsi la minor somma dalla più 
grande , cioè saremmo necessitati a fare due addizioni 
cd una sottrazione ; mentre che in questo , non si ri- 
chiede che una semplice addizione , salvo però le ope- 
razioni che consistono nel prendere i complementi , le 
quali per la loro semplicità non meritano di entrare 
in linea di computo. 

55 . L’ impiego de’ complementi dà origine ad una 
specie di logaritmi molto comoda nella pratica. 

Siaci proposto di trovare il log JL = log 7 — log i 5 


— log 7 4- compì, log i 5 — 10 , 


log 7 = 0,84609804 
compì, log i 5 = 8,82590874 
9,68900678 

Sottraendo 10, — 0,55099322 

Ovvero, = — 1.66900678. 


Dal risultato dell’ addizione del compì. log. i 5 con 
log 7, che è 9, 66900678, si deve sottrarre 10; ma 
ciò può effettuarsi in due maniere , o col sottrarre da 
10 questo risultato , prendendo il residuo col segno — , o 
col togliere il 10 dalla sola caratteristica 9 , lasciando 
intatta la parte decimale, il che ci dà — 1 , 66900678, 
cioè un logaritmo con la caratteristica negativa , e 
la parte decimale positiva. 

Ma per distinguere questo logaritmo parzialmente ne- 
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gativo da un logaritmo intieramente negativo , si ha 
1’ avvertenza di porre un punto invece di una virgola. 
Forse converrebbe meglio di scriverlo così — 1 
0,66900678, perchè questo è il suo vero significato; 
ma 1’ altra maniera è più compendiosa. 

Si ottiene ancora questa specie di logaritmo , cer- 
cando il logaritmo di una frazione decimale. Per es. 
log o,oo534=l°g 5 34 — 5=a ,7 27541 26 — 5= — 3. 72754126. 

L’ uso di questi logaritmi presenta alcuni maggiori 
vantaggi di quelli che si hanno dai logaritmi del tutto 
negativi : ciò si vedrà in breve. Ci limiteremo , per ora, 
ad osservare, 


1. Che, dovendosi determinare il numero corrispon- 
dente ad un logaritmo parzialmente negativo, basterebbe, 
per preparare questo logaritmo , addizionare un’ addat- 
taio numero di unità alla sua sola caratteristica. 


Sia, per esempio , — 5-472o565 il logaritmo propo- 
sto; aggiungendo 7 unità alla sua caratteristica, esso di- 
viene 4,4720565 , logaritmo del tutto positivo ; il di cui 
numero corrispondente ottenuto nel modo indicato n. 5 l 
dovrebbe poi dividersi per 10000000 , o per io 5 * 7 . 

2. Che, dovendosi moltiplicare il logaritmo 

— 3. 4720563, 

per un qualche numero, per esempio per... ,...8 


si otterrebbe per la parte decimale 5,7764504, 

e poi per la caratteristica — 24 

ciò che dà per risultato — 21.7764504. 


5 . Che , la divisione di questo stesso logaritmo per 8, 
si incomincia coll’ aggiungere alla caratteristica tante 
unità negative che la rendano capace di un’ esatta di- 
visione per 8 ; e perciò il logaritmo 

— 5.4720563 dovrà porsi sotto la forma 

— 8 -j- 5 , 4720563. E , prendendo T ottava parte di 
questa nuova espressione, si trova — 1.6840070. 

In ciò che siegue si vedrà 1 ’ uso di queste opera- 


zioni. 


§. III. Applicazioni della Teoria de ’ logaritmi. 

56 . Moltiplicazioni e divisioni. Si cerca il valore 
approssimativo del prodotto ^ X — X 
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Chiamiamo x questo prodotto , avremo ( n. 47 ) , 
1. * = I. 3 i — 1 . 75 + 1 . i 5 — • 1 . xa + 1 . 47 — 1 . 48. 
log 5 i = 1 , 49136169, 
log i 3 = 1 , ii 394355, 
log 47 = 1 > 67200786, 
cotnpl.log 75 = 8 , 13490874, 
compì, log 12 = 8, 92081875 , 
compl.log 48 = 8, 01875876, 


— 1,64191915=29,64191915—30, 
aggiungendo,... 5 

si ottiene 4. 6419191 

4,6419120 = log 43844 * 

Differenza 89I89 

Differenza della tavola... 99|gg 0,90. 

Dunque 4 , 6419191 = log 43844 , 90 ; 

perciò , il prodotto richiesto è o, 4384490 , 
approssimamente di o, 0000001. 

Formazione delle potenze. Osserviamo primieramente 
che , siccome per ottenere il risultato di un’ innalza- 
mento a potenza deve moltiplicarsi il logaritmo del nu- 
mero dato ad innalzarsi per l’esponente della potenza, 
perciò conviene avvertire nel prendere il log. del nu- 
mero proposto d’ introdurci più di 7 decimali, se si vuò 
avere un prodotto fino alla 7"“* cifra decimale inclusi- 
vamente. E siccome nell’ opera di Callet , le tavole or- 
dinarie sono seguite da un’ altra tavola che dà i loga- 
ritmi con 20 decimali ; perciò , potremo , sempre che 
piaccia, prendere questi logaritmi con due o tre de- 
cimali di più di quelli delie tavole ordinarie. 

Ciò posto , debba formarsi la 5 “ potenza di 29 ; ab- 
biamo ( n. 48 ) 


log (29)* = 5 log 39 ; 

ma log 29 = 1 , 462397998, 

d’ onde.... 5 log 29 = 7 , 311989990; 

togliendo 3 unità 4 , 311989090 

4, 5119868 = log 2o5il. 

Differenza 32 

Differenza tabulare 212 

dunque 2 o 5 m 5 o è il numero cercato approssimante 
di un decimo. 



212 
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Siaci ancora proposto di valutare (a) 6 *. 

Abbiamo log 2 = o, 5 oi 02 ggg 56 j 
d’onde. 64 log 2 = ig , 265gig7i84. 

Togliendo 16 unità , 4 > 265gig7 ' 

4 , 265go~22 = log 18446 

Differenza 175 175 

Differenza delle tavole a 35 ^35 °» 74 

Perciò. 4 , 2659197 = Io S 18446 , 74. 

Dunque il numero cercato è 
18.446.740.000.000.000.000, approssimante di dieci 
triglioni ; cioè le tredici ultime cifre non possono ot- 
tenersi dalle tavole ; ma non si è avuto in vista, con 
tali esempii , che di formarci un’ idea della grandezza 
del numero , e della prontezza con cui si ottiene. 

Estrazione delle radici. Per questa operazione basterà 
prendere il logaritmo con sette decimali. 

Si richieda la radice 7."“ di n62o4g. 

Abbiamo veduto ( n. 48. ), log y~ n6ao4g =s i 

7 

log n6204g. 

log 11620= o 65 ao 6 i Diff.tahuI. 374 
log 11620,49 — log 11620= i 85 Diff.de’num. o,4q 

log 11620,49= 0652244 3366 

Dunque log 1162049=6,0652244 1496 

ì log 1162049=0,8664606 185,26 

. 7 

Aggiunto 4 , 4,8664606 

4,8664587 = log 7552 g. 

Differenza. ig 19 

Differenza tabulare 5g — 0 » ^2 j 

Dunque 4,8664606 = log 73529,32. 

Perciò 7,352962 è la radice richiesta approssimante 
di 0,000001. 

57. Calcolo delle espressioni algebriche per logarit- 
mi. Supponiamo che siasi trovato per valore dell’ inco- 
gnita di un problema , 

3 

l’espressione a? = \ b '^} 5 * , e che dando ad 

V ( a +b) y^cd 

a, b } c, d, valori particolari si voglia ottenere il va- 
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lore aritmetico corrispondente di questa espressione e 
perciò di x. 

Potremo , col mezzo de’ logaritmi , ridurre il quesito 
a tale stato da non doversi effettuare che addizioni e 
sottrazioni , moltiplicazioni e divisioni. 

Abbiamo, infatti, perle proprietà cognite (n. 47 e 48). 

1 . x = 1 . ( a' — 6’). 5 a — 1 . y/ - ( a+6 ) \/~ cd. Ma 

1 . (a* — ò*)5a=7 [l. (a+6) + 1 . (a— ò) + 1 . 5 + 1 . a]> 

e 1. V(a+b)}^cd= -j- [ 1. (a+6)+il. c+ £-1. d ]. dunque 

I. « = { [l. (a + ò) + l. (a — ò ) + 1. 3 + 1. a] 

— r [ 1 * ( « + b ) + r c + t 1 * <*], 
espressione che altro più non presenta che addizioni da 
effettuarsi quando a, 6, c, d , siano numeri aritmetici. 

Sia , per esempio , a= 60 , 6 =i 5 , c = 16 , e?=gj 
P espressione diviene 

1. x=+ ( I.75 + 1.45 + 1 . 3 + 1 . 6 o ) — ;( 1 . 75 +jl.i 6 +^I.g); 
calcolando, separatamente le due somme incluse dalla 
prima e dalla seconda parentesi , e poi prendendo il terzo 
della prima , e la meta delle seconda , si trov erà 
1. x = 1 , 92784875 — 1 , 47712125 , 

o 1 . X = O , 4507275$ 

dunque x = 2 , 823 108. 

_. „ . 2a 4 — 3 ab % + ò 4 

Sia ancora 1 espressione x =— — - — - — • 

1 a 5 — 3 a J 6 + 4&*c 

Si può primieramente , ponendo in evidenza il fattore 
a s nel numeratore , ed il fattore a' nel denominatore, 
presentar 1’ espressione sotto la forma 


a 


3 6 + 


4 b' c 


a 


) 


a ■ 


Poniamo m 


46’ c 

— » — 


1’ espressione diviene x = a ^ 3 a 


a — 5 6 + 

5 b s 6 4 

n + p ) 


4 b' c 
a * 


a — 5 6 + m 

0 , applicando i logaritmi , 

I. « + /. (20 — »+p) — 1 . (« — 3 6 + m), 
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espressione facile a calcolarsi , quando siansi trovali i va- 
lori di m, n, p. Ma le equazioni 
4 b' c 3 


m 


n 




b 5 ' & , 

> P = , danno 


a? 




1. /n = 1.4+al.£-)-l.c — al. a, 

1. « = 1. 5 -j- 51. b — al. a, 

]. p = 4 1. b — 3 1. a. 

L ! artificio di queste trasformazioni consiste nel ridurre 
prima l’espressione frazionaria ad un’altra, che abbia tutti 
i termini lineari , cioè di primo grado , e poi nel calco- 
lare separatamente questi termini lineari che altro non 
presentano che moltiplicazioni , divisioni , ed innalza- 
menti a potenze da effettuarsi. 

58. Proporzioni e progressioni per quoziente. 

Sia primieramente la proporzione a : b :: c : x ; 

se ne deduce * = d’ onde , applicando i logaritmi 


l. x = l b l. c — l.a, 
ovvero log a. log b : log c. 1 x , , 

Ciò che prava , che , se quattro termini formano un 
equazione , i loro logaritmi formano un ’ equidijferen * 
za in cui il 4. 0 termine è il logaritmo del 4. 0 termine 
dell’ equiquoziente. , 

Sia ora una progressione per quoziente 

t 7 a : b : c : a : e :f : g : h : ... 

Questa, dalla definizione ( t. 1 ) può scriversi così 
a b t c d e f 

b c d e f g 

d’ onde , prendendone i logaritmi , 

/. — = 1. i. 1 = i. i = 1. e = . . . 

b c d e f 

ovvero 

L a — /. 5=/. b — l. c=l. c — d—l. d—l. e=l. c — l fi = .... 
o finalmente : l. a. I. p. I. c. I. d. I. e ... , 
dunque , i numeri a , b , c , d , in progressione per 
quoziente , danno i logaritmi in progressione per dif- 
ferenza ; e reciprocamente. Dunque i logaritmi sono 
numeri in progressione per differenza , che corrispon- 
dono , termine a termine , ai numeri in progressione 
per quoziente. 

L’uso de’ logaritmi è utile soprattutto per. la risedu- 
ti 
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/ione de’ quesiti relativi alle progressioni per quoziente. 
i.° Chiamando u 1 ’ ultimo termine di ut 


una progressione 

per quoziente , abbiamo ( t. l ) , u = a q H ~\ d’ onde 
/.« = /. a + ( n — 1 ) l- q- Si debba , per esem- 
pio , trovare il io." 1 " termine della progressione. 

. . 5 . 9 . 37 . 

1 • — • — • ir* 

240 

La forinola diviene 

/.« = /. 1 + 19 ( /. 5 — /. a ) == 19 (/. 5 — l a) 
( perchè /. 1=0), ed otteniamo dal calcolo 

l. u = 3 , 5457359 = l. 3216, 84 ; 
d’ onde « =2216 , 84 , prossimo di 0,01. 

2. 0 Dati due numeri a , b inserirvi un numero m d i 
medj proporzionali , avremo per determinarne la ragione 
( t. 1 ) , la formola ; 

"+X b ,, , , I h — l. a. 

q = Y , d onde l. q = — 

a /« + l 

i 5 — 1 . 2 

ina a = 2 , b = 10 , tra = 5 o ; sara l. q — 


01 


ed otterremo, a calcolo fatto, 1. q = o, 0171681 =‘ 
1. 1 , 040299; dunque q = 1 > 040299. 

Volendo calcolare direttamente il ao" medio propor- 
zionale , che è il 21’"“ della progressione; si avrebbe 

x=i(y- jLy ; d' onde 1. * = 1. » + 

o , a calcolo fatto , 1 . ar = o , 644*915 = 1 . 4 » 407489; 
perciò il 20 m ° medio proporzionale è 4 » 407489 , 

5 .° Abbiamo trovalo ( t. 1 ) per espressione della somma 
dei termini 

S=^—}) ; d’onde I. S=l. a+ 1 . (<?"— * >— Ufl— ■ *)• 

q — 1 . . 1 

Si vede , da questa formola , che convien prima cal- 
colare l’espressione q" , ponendo 1. q" = « !• 9 > e 
poi sarà facile il calcolare q" — l , e perciò 1. ( q" 1 ). 
l' ra poco avremo occasione di applicar questa formola. 

4. u Conoscendo a, q , ed u nella formola u = aq n ~‘, 
si avrà il valore di u da 

„ , 1. « — La 

1. «=l.a + ( n — 1 ) I. q ; d onde «=1 H \~ 

D,;bba trovarsi il numero de’ termini della progres- 
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sione che ha 5 per primo termine, 52 per ragione , e 
614* per ultimo. Avremo 

w= 1 - ( - l' 6 i 4 4 ^ 5 — x + ^,U. 52 995 == x + u = ia . 

1.52 o,3oxo2ggg 

( il quoziente.^ 1 1 ^ 2 99 ^ £ eguale ad il -f- — — - : 

òoxouggg Soioaggg 

ma si negligenta la frazione , perchè deriva dall’ uso 
de’ logaritmi ). 

5 g. Quesiti relativi all' interesse composto. Una delle 
più importanti applicazioni dei logaritmi , riguarda i 
quesiti sul denaro dato ad interesse. 

Quesito generale. Una qualunque somma per un 
certo tempo data ad interesse , e ad interesse com- 
posto , cioè , con patto che l’ interesse di ciascun' anno 
si accumuli con il capitale dell' anno precedente ; si 
domanda a quanto debba ascendere questa somma 
nel termine di un tempo assegnalo ? 

Rappresentiamo con a la somma data ad interesse , 
con n il numero di anni e con r l’interesse che risulta 
da i.“ moneta in un’anno (che è lo stesso che dire il 
100“” dell’ interesse che risulta da 100 monete ). 

Poiché una moneta frutta r, una somma a di monete 
frutterà ar in termine di un’anno; perciò , alla fine del 
primo anno, il capitale sarà divenuto a -j- ar y o a 

( 1 + r )• 

Sia « ( 1 -|- r ) = (i 1 ; questo nuovo capitale diverrà 
al line del secondo anno, a 1 ( 1 + r ); dunque il capi- 
tale primitivo : cioè a , sarà divenuto B ( (i-fr), cioè 
a ( 1 + r ) ( X + r ) = a ( x + r )\ 

Così si otterrà, alla line del terzo anno, a ( x -f- r) J , 
ed in generale , alla line dell’ anno n m ° , ... a ( x + r )". 
Dunque , rappresentando con A questo valore , avremo 
1’ equazione 

A — a ( x+r) " , d’onde 1 ^= 1 . a + n X 1 . ( t + r). 

La formola A=a(i-[-r) n , racchiudendo quattro 
numeri a, r, n , A , ci dà la soluzione di quattro pro- 
blemi differenti. 

1°. Determinare A , conoscendo a , r , ed n ; e que- 
sto è il quesito ora sciolto. 

a°. Determinare la somma da darsi ad interesse affin- 
chè producesse , nel termine di n anni , una somma A, 
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supponendo clic il capitale sia dato ad interesse com- 
posto a ragione di r per ogni moneta. 

Ora dall’ equazione antecedente si deduce 

I. a = 1* A — n 1. ( 1 + r )» 

e questa forinola ci darà il valore di a. 

Questo secondo quesito costituisce la regola di sconto 
composto , perchè si riduce a trovare il quantitativo a 
compreso nella somma A pagabile in n anni , sapendosi 
che in A è incluso l’ interesse della somma primitiva, 
e gl’ interessi d’ interessi. 

5°. Determinare a che saggio debba darsi ad in- 
teresse una somma a, affinchè alla fine di n anni , 
calcolando V interesse composto , possa risultare una 
somma A. 

La formola sarebbe 1 + r — V~ “ , d’ onde 


1. ( 1 + r ) 


1 .^— 1 . 
n 


Conoscendo ì -f r, sì ha r, cioè P interesse da fissarsi 
per ìoo monete. 

4°. Finalmente, determinare il tempo durante il quale 
una somma a debba darsi ad interesse composto , a 
ragione di r per una moneta , per ritirarne una som- 
ma A. 

La formola sarebbe n = - • 

1- ( x + r ) 

Il numero n è stato già altrove dedotto con altro me- 
todo ( t. ì. ). 

CAP. VI. 

TlircONOMETRIA RETTILINEA. 




Esposizione de’ principali rapporti fra 
le rette angolari. 


6o. Allorché negli elementi di geometria, abbiamo 
preso a risolvere i problemi , le nostre incognite si sono 
ottenute alle volte con costruzioni grafiche ( num. 58 ) 
dipendenti dai dati geometrici; altre volte questi stessi 
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dati, già espressi in numeri aritmetici, col sostituirli 
nelle forinole, ci hanno condotto ad ottenere in numeri 
aritmetici i valori delle incognite. 

Nella prima risoluzione, dall’ imperfezione degli istro- 
menli richiesti , c dalla inesattezza piti o meno valuta- 
bile che al meccanismo delle operazioni va sempre con- 
giunta , sogliono rendersi tanto jùù difettose le soluzioni 
di cui si parla, quanto sono più complicate le costru- 
zioni. Mentre che nella risoluzione numerica, basta evi- 
tare gli errori nell’ esprimere i dati in numeri aritme- 
tici perchè il calcolo non ne produrrà certo dei nuovi; 
e quelli che possono introdursi , per la natura dei nu- 
meri incommensurabili , potranno diminuirsi talmente da' 
non produrre un’ alterazione sensibile sui risultati. 

Per questi riflessi si sono occupati i Geometri nel sub- 
hordinarc allo spirito dell’ algebra le ricerche tutte della 
Geometria , facendone dipendere i risultati dal rapporto 
numerico delle quantità incognite con le note. 

E siccome abbiamo già veduto che tutti i rapporti delle 
figure geometriche possono farsi dipendere dalla figura 
più semplice , cioè dal triangolo ; perciò il Geometra , 
per dare la soluzione analitica di qualsivoglia pro- 
blema geometrico , dovea proporsi di determinare al- 
cuna delle sei parti di un triangolo , posto che Se ne 
conoscessero tante quante bastano a precisarlo. 

Per risolvere questo quesito nella sua generalità bi- 
sognava, e bastava cercare relazioni tali fra i lati egli 
angoli di un triangolo che dipendessero tutte queste sci 
quantità dalla sola omogeneità lineare , perchè allora 
la determinazione delle parti incognite del triangolo si 
sarebbe ridotta ad una semplice risoluzione di equazione. 

Perciò, abbandonata l’idea di far’ entrare gli angoli 
nel calcolo, si cercò in vece di sostituire agli angoli 
le linee rette , facilmente paragonabili con i lati del tri- 
angolo. 

A tale oggetto s’immaginò da principio di determi- 
nare gli angoli , con i vertici al centro di un cerchio 
cognito, mediante le corde insistenti agli archi corri- 
spondenti. Ma un’ altra idea più semplice e più comoda 
fece sostituire alle corde altre rette più atte a parago- 
narsi con i lati del triangolo. 

S’ ideò di determinare la grandezza dell’ angolo for- 
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malo da due raggi in una circonferenza cognita, e con 
la perpendicolo! e calata dalla estremità di un raggio 
sull’ altro ( fig. 2-i. 26 ), e colla tangente al cerchio con- 
dotta dalC estremità di un raggio ed intercettata dal- 
V altro raggio prolungato , e finalmente mediante la 
distanza dal ceriti o al punto ove il raggio prolun- 
gato incontra la tangente. 

Queste tre rette ricevettero respeitivamentc i nomi 
di seno, tangente e secante j e furono denominale co- 
seno , cotangente e cosecante dello stesso angolo , il 
seno, tangente e secante del suo complemento. Le pri- 
me tre linee si riguardano come dirette , e le altre tre 
come indirette. 

Fissati nelle tavole i rapporti di queste linee con il 
raggio del cerchio di cui esse fanno parte, nelV appli- 
cazione di questi rapporti , alla risoluzione dei trian- 
goli in numeri semideterminati , consiste la trigono- 
metria. 

Ed i suoi precetti riguardano la risoluzione di que- 
sto quesito generale : cogniti tre dei sei elementi di un 
triangolo , ridotti in numeri aritmetici , assegnarne 
uno degli altri tre. 

Ma precisiamo ancor più le nostre idee sulla natura 
delle linee trigonometriche. 

Sia CAB un’ angolo ( fig. 22. 23 ). Per fissarne la gran- 
dezza, si vede che basterebbe determinare la inclina- 
zione de ’ suoi lati. Questa risulta dalla posizione di un 
punto qualunque D , dell’ uno AD di codesti lati , ri- 
spetto l’altro AB ; perciò, fatto centro in A, col rag- 
gio AF descriveremo un cerchio , e le coordinate AE, 
ED, fisseranno appunto la posizione del punto D rap- 
porto all’altro lato AB. 

Cognite che siano le rette angolari AE , ED , ( dia- 
mo loro tal nome perchè da esse ci si rende nota la 
maggiore o minore inclinazione dei lati dell’angolo ), 
verrà da queste determinata la grandezza dell’ angolo A. 

E di qui che partiremo per confrontare i lati di un 
triangolo con le sue rette angolari , onde far dipendere 
gli uni dalle altre. 

Ritenuta la costruzione precedente (fig. 22. 25 ), dall’e- 
stremità del raggio AF erigasi Ja normale FG. Questa 
pure sarà atta, come lo è la ED, a fissare l’inclina- 
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zione dei lati del nostro angolo CAB. Dunque tanto dal 
seno ED, quanto dalla tangente FG, risulta la de- 
terminazione della grandezza dell’angolo A. 

Qui si vede che AG è la secante, Dii, o AE il 
coseno, RS la catatonie , AS la cosecante ; che è il 
seno DE = alla metà delia corda DM, delV arco dop- 
pio DFM; che il coseno AE è parte del raggio com- 
preso fra il piede del seno ed il centro ; che il seno 
verso EF è la differenza Ira il raggio ed il coseno AE. 

Dalla semplice is|>ezione della (fig. aa.23) siamo avver- 
titi dell’ esistenza di triangoli rettangoli simili , per mez- 
zo de’ quali possono ottenersi i principali rapporti Ira le 
linee trigonometriche, e perciò la determinazione de- 
gli angoli minori dell’angolo retto. 

Fissale in numeri aritmetici queste linee angolari, po- 
tremo istituirne il confronto con i lati del triangolo. 

Prima però di presentare il quadro dei rapporti che 
hanno queste lince angolari fra loro, c con i lati del 
triangolo, conveniamo sulla maniera compendiosa di de- 
notarle. 

Chiameremo indiljeren temente a tanto l’angolo BAC, 
quanto il suo arco corrispondente DF; ed r il raggio AF. 

11 seno dell’ arco DF verrà indicato con scn a , Ja 
tangente con tang a, la secante con sre a, il coseno 
con cos a, la cotangente cou cot a, finalmente la co- 
secante con cosce a. 

Inoltre per esprimere che una di cotcstc rette, il 
seno, per esempio, debba innalzarsi alla 2 ,<0 , 3"*, . .. 
n”‘ potenza , scriveremo scn’ a , scn 3 a , .... scn" a ; 
e non già sen o* sen o s , . . . . , perchè non è F arco , 
ma bensì il seno di quest’arco quello che è innalzato 
ad una potenza. 

Similmente cos* a, cos 5 a, ... cos" a, esprimono la 
a* , 3" , ... n'"" potenza del cos a. Lo stesso deve in- 
tendersi delle altre linee angolari. 

Ciòi posto, esaminiamo separatamente (f. 2 4 ) i tri- 
angoli rettangoli CAB , CDE , CIJB , CGF. 

Triangolo CAB, CB' — AB* + CA ' , 
ovvero r* = sen’ a -f- cos* a ... ( 1 ). 

Triangoli simili CAB , CDE , CA \ CD :: AB \ DE, 

r sena , * 

o , cos a : r ” scn a : tang a ; e tang a— -( 2 ; 

cos a 
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Triangoli simili CAB, CDE, CA ; CD CB \ CE, 

» r* 

o , cos a : r r : soc a; dunque sec a = - .... (3) 

cos a 

Triangolo rettangolo CDE, CE * =; CZ> 5 -f- DE 1 , 
ovvero ser 5 a = r> tang* «... (4). 

Triangoli simili CDE, CGF, DE: DC :: CG : GÈ, 

o, tang a : r :: r: cot a 5 dunque cot a = f ...(5) 

Triangoli simili CHB, CGP, CH : UB :: CG^ GF, 


o , sen a : cos a r rcot a; dunque cot « 

Triangoli simili CHB, CGF, CII : CB 
o , sen a:r;; r : cosce a ; e cosec a =_ 


sen a 

CG : CF\ 


sen a ^ 

Triangolo rettangolo CGF, CF = CG * -j- GF* , 
ovvero, cosec 5 a = r° - (- col 5 «... (8>’ 

• 61. Prima osservazione. Le forinole (6), (7) e ( 8 ) 
sono implicitamente comprese nelle altre (a), (3) e (4j. 

In fatti, queste, essendo vere per qualunque arco « 
minore di un quarto della circonferenza, ossia > 100", 
( addottiamo ora la divisione centesimale perché più pie- 
ghevole ai calcolo ), dovranno ancora verificarsi per un 
qualunque arco espresso da ioo° — a; perchè minóre 
di un quarto della circonferenza. Potremo dunque in 
esse in luogo di a sostituire 100° — a. 

Per tal sostituzione abbiamo dalla forinola (2) 

tang ( 100“ — « ) = r 5cn ( lno ° ~ « ) . , 

cos ( 100“ — a ) 7 

ma tang ( ioo° — « ) = cot a, sen ( ioo° — a )= cos a : 
cos ( ioo° a ) = sen £ ioo° — (ioo° — «) 1 = sen «; 

dunque cot a — r cos a , ^ 


sen a 

Si scorgerà similmente che, dalla sostituzione di 100° 
— «invece di a nelle forinole ( 3 ) e (4), ottiensi 

cosec « = , c cosce* a = r* 4- cot* a 

sen a 

In generale, ottenuta una relazione fra le linee tri- 
(fonometriche dirette ed indirette (60) , potremo for- 
marne un altra col solo cangiamento di segno delle 
inee dirette con le indirette , e reciprocamente. 
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62. Seconda osservazione. Poiché nelle forinole pre- 
cedenti , si reputa il raggio sempre cognito, potremo sup- 
porlo, per maggior semplicità, eguale ad 1 ; ed allora 
esse divengono 

scn’ a + cos* a = 1 . . (1) sec* a = 1 -f- tang* «... (4) 


tag « = 


sec. a =5 


sen a 

cos a 
1 


(2) cot a = 


cos a 


( 6 ) 


cot. a = 


cos « 

1 


sen a 

(3) cosce* a = 1 -f- cot* a . . . (8). 


cosec a 


tang a 
1 


( 5 ; 


* - 


sen a 


(7) 


i 


Poniamo in disparte le forinole (4), (6), (8) perchè 
la (4) può dedursi anche dalla (3) combinata colla fi), 
e colla (2). Poiché 

c„„, „ 1 sen* a 4- cos’ a , 

occ a = = ! =s 1 -4- tane a. 

cos* a • • > ; cos* a '< • , • ■ 

Così la (6) è compresa nella (5) combinata colla (2). 

1 1 co s a . 


Infatti cot. a — 


tang a 


sen a 
cos a 


scn a 


i) 


Finalmente la (8) deducesi dalla (7) combinata colla (1) 
e colla (b), essendo 

cosec- « = — ~ ° . = . + cot - a . 

sen a .•> .sen a 

Ciò posto, si vedo nelle forinole (1), (3), (5), (5) 
e (7)» che dai valore numerico del seno cognito , si 
deducono facilmente i valori delle altre cinque linea 
trigonometriche. In fatti , colla forinola (1) conosciamo 
il cos. a = (1 — sen* a ) ; e con semplici divisioni 

eseguite sulle altre abbiamo i valori di tang a , sec a , 
cot a, e cosec a. . 

Generalmente potremo sempre , mediante queste for- 
inole , che racchiudono le sei linee angolari , conoscen- 
done una , determinare il valore delle altre cinque. 

E, se lo vorrà la semplicità dei calcoli, potremo an- 
cora prevalerci, per una tal determinazione, delle for- 
inole (4) , (6) e (8) le quali non sono che conseguenze 
delle prime cinque. 
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?er renderci familiare I’ uso di queste forinole , sup- 
poniamo che ci sia cognita , a priori , il vaiale , per 
esempio , della cotangente , e che si debba determi- 
nare quello di ciascuna delle altre cinque linee j po- 
tremo dedurlo 

j. Dalla forinola ( 5 ) tang a= 1 
52 . Dalla relazione (8) 

3 . Dalla relazione (7) scn a = _ — 

cosec a J^(t + cot* a) 

4 Dalla (4) sec a = y ( J +__L. ^ +col ' a) - 

\ col* «/, 

6. Dalla formola ( 5 ) cos a = — ^ — =_ 


col a 

cosec a = Y~ ( 1 -f* cot* a ) j 
I 1 - 


cot a 
cot a 


sec a Y \ \ + col’ a ) 
Volendosi riprodotta in queste forinole l’espressione 
del raggio r, basterà ristabilirvi 1’ omogeneità ed a- 


vremo 

. r. _i-i 

tanga=_ 


, cosec 


sec a 


V , (tf-f*cot*a),sena=s 

VC^+cot’a) 

, e cos a =_ rcota 


! cot a 

rV ( r*+ col’ a ) 

• W x J t/ tuo U i . , , - V • 

, cot a ,, .. y~ '{j* -f-cot* al 

Da qualunque altra linea data a priori , si avrebbero 
consimili relazioni. * ‘ ’ , , ... 


§. II. Determinazione dei valori correlativi. 

63 . Passiamo ora ad una delle più interessanti ricer- 
che di Trigonometria y che ha per oggetto la determi- 
nazione dei valori correlativi delle linee trigonome- 
triche di un’ arco, supponendo che quest’arco passi per 
tutti i stati di grandezza che possono competere ad una 
intera circonferenza. •’ 1 

Per valori correlativi intendiamo che i rapporti in 
numeri aritmetici del seno, coseno, etc. con il raggio 
vadano associati con i segni corrispondenti alle diverse 
situazioni respettive di queste linee (1). 

Sembrerebbe, a primo aspetto, che bastar dovesse di 


(1) Vedi Carnol , Traile de la correlation des figurcs. 
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prendere in considerazione gli archi compresi da o° fino 
a aoo°, poiché ciascun’ angolo delle usuali figure ret- 
tilinee, è minore di due angoli retti. Tuttavia i Geo- 
metri, nella soluzione dei quesiti di alta analisi , sono 
stati condotti ad investigare, cosa inai possono essere le 
linee trigonometriche spettanti ad archi maggiori di una 
intera circonferenza. 

Per la maggiore intelligenza di un tal quesito, sup- 

f >orremo che una retta ( fig. 34' ) OC , di qualunque 
unghezza fluita, sia prima sovrapposta ad OA-, e poi, 
restando fissa con una estremità in O, giri attorno que- 
sto punto con 1’ altra estremità , nè elevata nè depressa, 
prendendo successivamente le posizioni OG, OB, OG ' , 
OA. Questa retta OA nel percorrere suecessivamentq 
tutti i punti della circonferenza AG.BG' A\ genererà 
tutti gli angoli possibili. E, se, dopo aver ripresa la 
prima posizione, continuerà a girare con lo stesso mo- 
vimento , l’ arco totale percorso sarà composto di uq. 
numero intero di circonferenze , ( numero che può an- 
che riguardarsi nullo ) più quella parte di circonferenza 
precisata dai punto ove si sarà arrestata. Nella deter- 
minazione appunto delle linee trigonometriche corri- 
spondenti agli archi cosi descritti , consiste : la .solu- 
zione del nostro quesito. ^ 

Le linee che per le prime prenderemo a determinare 
saranno i seni , ed i coseni , perchè di un uso più co- 
mune. In seguito conosceremo i valori corrispondenti 
delle altre quattro linee per mezzo delle formolo (s) , 
( 3 ), ( 5 ), c (7) del n°. 62. 

64 - Allorquando il punto descrivente della retta è in 
A , cioè, quando l’arco è nullo , il seno ancora è evi- 
dentemente nullo , ed il coseno è eguale al raggio. 

Coll’ innalzarsi il punto mobile A sopra di AB, il 
seno aumenta , ed il coseno diminuisce , fino a tanto 
che il punto descrivente sia giunto in G , nel qual caso 
il seno diviene eguale al raggio ed il coseno è nullo. 

Si vede da ciò che, crescendo l’arco da o" fino a ioo°, 
il seno aumenta continuatamente da o fino ad 1 ; e che 
il coseno diminuisce al contrario da 1 fino a o. 

Supponiamo ora il punto descrivente giunto in C ; il 
seno è allora C'D' , ed il coseno ( per la seconda de- 
finizione) è OD'. Ma se dal punto C si guidi C'C pa- 
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rallela ad AB, avremo il supplemento di AG , cioè 

GB = AC ; e perciò 

CD' — CD ; e OD' = OD. Dunque.' 

i. Q II seno di un’arco maggiore di ìoo” c minore di 
aoo°è lo stesso che il seno del suo supplemento : cioè, 
sen ( 2oo° — a ) = sen a. 

2. 0 11 coseno di un arco > xoo° e < 200° è eguale al 
coseno del suo supplemento, ma di segno contrario; 
perchè le due distanze eguali OD ed OD' sono in di- 
rezione opposta rapporto al punto O ; onde cos ( 200" 
— a ) = — cos a. Questo cangiamento di segno del co- 
seno si deduce ancora- dallo scorgere che il coseno dì 
un’arco, essendo il seno del compì, di questo arco, se 
l’arco c eguale a 100” -{- a , il compì, è 100“ — ( 100® 
+ «)> cioè — a ; dunque questo complemento è un arco 
negativo. 

Se ora osserveremo un’ arco AM' ( fig. 25 ) eguale 
ad AM, ma situalo in senso opposto , vedremo che 
sen AM' — — sen AM , ovvero sen — a — — sen a. 
Si osservi ancora che il coseno OP è lo stesso per l’ uno 
e per 1’ altro arco AM‘ ed AM, dunque cos — a = 
-f- cos a. 

Ritorniamo al nostro punto descrivente restato in C' 
( fig. 24' ) , e supponiamo che vada ad avvicinarsi al 
punto B , cioè che l’arco aumenti da ifX>“ fino a 200°; 
vedremo diminuire il seno ed aumentare il coseno, ma 
questo negativamente; e quando il punto descrivente 
sarà in B , il seno tornerà ad essere nullo , e diverrà 
il coseno = — 1. 

Giunto poi il punto descrivente in C‘ , tiriamo il rag- 
gio CO, prolungandolo fino che incontri la circonfe- 
renza in C ; poi caliamo le perpendicolari C D 1 , e CD", 
avremo 

BC = AC, C"D'= CD, OD 1 = OD. 

Ma siccome la CD 1 , considerata relativamente al dia- 
metro AB, è posta in senso contrario alla CD, come 
la OD' e la OD rapporto al punto O , possiamo infe- 
rire che il seno ed il dosano di uri arco maggiore dì 
200° , e minore di 3oo° , sono eguali e di segno con- 
trario al seno ed al coseno dell ’ arco corrispondente 
a quello che nell arco preso in considerazione , sor- 
passa aoo"; cioè 
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Scn ( 3t>o + a ) == — sen a > Cos ( aoo ° + a ) = — cos a. 

Quando il punio descrivente è in G ' , diviene il seno 
= — i , ed il coseno torna ad esser nullo. 

Dal punto descrivente giunto in C"' si abbia 1 ’ arco 
AGBG'C" 1 , compreso fra 5 oo° e 400°. Calatala per- 
pendicolare C'"D , e prolungata fino in C , avremo il 
coseno OD comune ai due archi AGBG' Ó" ed AC; 
e AC" — AC , e C"'D = CD; perciò, il seno di 
un arco , compreso fra 3 oo° e 400° , è eguale e di 
segno contrario al seno dell’ arco corrispondente a 
quello che, nell’arco preso in considerazione , si tro- 
va mancare per eguagliare la circonferenza ; ed il 
coseno è il medesimo per i due archi ; ovvero, 
sen ( 4oo° — a ) = — sen a ; cos ( 400“ — a) — cos a. 

Finalmente , quando il punto descrivente è tornato in 
A, ossia ha descritto un’arco eguale all’intera circon- 
ferenza , si trova ad avere lo stesso seno e coseno del- 
l’ arco nullo ; e dal supporre che questo punto , dopo 
aver percorso una o più circonferenze , riprenda le stesse 
posizioni , è evidente , che anche i seni e coseni tor- 
neranno ad avere i valori che già gli sono stati assegnati. 

Vediamo ora ciò che divenga la tangente e la cotan- 
gente nelle medesime circostanze. 

• 

La formola tang a — — prova che se 1 ’ ar- 

cos a 

co è nullo , anche la tangente è nulla , poiché abbiamo 
scn o = o , e cos o = x. 

L’ arco aumentando , la tangente aumenta anch’ essa 
poiché il seno aumenta , ed il coseno diminuisce , ed 
essa aumenta così rapidamente che , quando é giunto 
ad essere l’areo = ioo°: e si ha scn 100" = 1 . e cos 

ioo° = o , risulta la tang 100° = 1 , 

o 

cioè la tangente diviene infinita. Ciò si rende anche 
evidente dalla figura , perchè allora la perpendicolare 
innalzata alla estremità A è parallela al raggio che pas- 
sa per 1* estremità dell’ arco. 

Per l’arco crescente fra li xoo° e 200°, la tangente 
diviene negativa , e diminuisce aritmeticamente , cioè 
prescindendo dal segno ( ved. t. 1. ) poiché il seno ed 
il coseno hanno il segno contrario, ed il seno diminui- 
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sce mentre che aumenta 'il coseno; se l’arco diviene 
eguale a aoo°, la tangente torna ad esser nulla , per- 
chè scn 200° = o ; cos 200° = — 1. 

Per un arco compreso fra 200° e 5 oo°, la tangente 
ritorna positiva , perchè il seno ed il coseno sono am- 
bedue negativi ; essa aumenta poi aritmeticamente fino 
a tanto che sia 1 ’ arco = 3 oo" , nel qual caso la tan- 
gente è eguale all 'infinito negativo , poiché sen 3 oo”= — j , 


cos 3 oo° = 0. 

Finalmente , per un arco compreso fra 5 oo° e 4 °o° , 
la tangente è negativa, perchè il seno e coseno hanno 
il segno contrario ; diminuisce poi negativamente fino 
a tanto che l’ arco sia eguale a 4°o° ; ed , in tal caso, 
si ritrova tang 400° = o. 

Le cotangenti poi, riguardo ai segni devono seguire 
la legge stessa delle tangenti , attesoché 

cot a = 1 : ma riguardo ai valori aritmetici esse 

tang a 

seguono una legge inversa a quella delle tangenti. Per- 
ciò , per l’ arco nullo , la cotangente è infinita , per un 
arco di 100°, la cotangènte è nulla, etc. 

N. B. Il cangiamento di segno delle tangenti e cotan- 
genii può anche rilevassi dalla figura, indipendente- 
mente dalle formole. 

In fatti, quando 1 ’ arco è AGO , la tangente corri- 
spondente è AT ' , per la data definizione. Ma AT 1 e 
situata in senso contrario ad AT che e tangente di ylC, 
supplemento di AGO. Anche la cotangente GS [ è in 
una situazione contraria a GS. 

Se riguardiamo 1 ’ arco AGBO 1 , vediamo che la tan- 
gente corrispondente è la AT , che è anche tangente 
di AG. 


La cotangente poi è GS ; e perciò la tangente eco- 
tangente di AGBO' sono positive. 

Per l’arco AGBG'O " torna la tangente AT ' , c la 
cotangente GS 1 ; cioè ambedue negative. 

65 . Non ci resta che ad investigare cosa divenghino la 
secante e cosecante. Le loro formole 

1 1 

sec a — , cosec a = , 

cos a sen a ' 

{ trovano che, riguardo ai segni, le secami seguono la 
egge dei coseni , e le cosecanti quella dei seni. 


/ 
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Perciò , la secante di un arco, compreso fra o°e 100", 
o fra 3oo° e 4oO°, % positiva ; la secante di un arco 
compreso fra ioo° e 5 oo° è negativa. 1 

La cosecante di un Ureo compreso fra o° e 2 Oo 0 è po- 
sitiva, e la cosecanft di un arco compreso fra aoo“ e 
4oo° è negativa.- 

In quanto ai valori aritmetici, la secante è in ra+- 
gione inversa del coseno ; c la cosecante , in ragione 
inversa del seno. Cosiché, pera = o, il cos o = ì e 
la sec o = l, ma a misura che l’ arco aumenta , la se- 
cante aumenta , mentre che il coseno diminuisce , fino 
a tanto che si giunga all’arco di ioo°, nel qual caso 
la secante è divenuta infinita ed il coseno nullo ; etc. 

Lo stesso ragionamento ha luogo per la cosecante pa- 
ragonata al seno. 

66. N. B. Il cangiamento di segno della secante e 
cosecante , non può verificarsi con la figura , come ab- 
biamo fatto per le altre linee trigonometriche , perchè le 
linee attuali non essendo più distanze valutate in una 
stessa linea da un punto variabile ad un’altro punto 
fisso o ad una retta fissa , e perciò non può ad esse ap- 
plicarsi il principio stabilito nel 1° c a° tomo e nel com- 
plemento, cioè che, quando l’incognita rappresentala 
distanza di un punto variabile ad un’ altro punto fìsso 
presi sopra una retta fissa, ottenendosi per espressione 
ai questa incognita risultati positivi gli uni , negativi gli 
altri: se si è convenuto di portare i valori positivi 
in una qualunque direzione , partendo dal punto fis- 
so , i valori negativi devono portarsi in direzione con- 
traria. Tuttavia questo cangiamento di segno corrispon- 
de ad una circostanza molto singolare. Quando l’ arco è 
compreso fra o° e ioo°, o fra 3 oo° e 400°, nei quali 
casi la secante è positiva, il punto descrivente Co O" 
è situato fra il centro e l’estremità ?' o T‘ della se- 
cante. Ma se l’ arco è compreso fra 100“ e 3 oo” , nel 
qual caso la secante è negativa , il punto descrivente 
C? o C è situato sul prolungamento della secante , che 
viene ancora rappresentata da OT o 02 *. Questo punto 
è dunque in quaìchcmodo, rapporto al centro, in un 
senso opposto a quello del punto C o O". Avrebbe luogo 
un’osservazione analoga per la cosecante. 

Ci siamo qui servili della figura per determinare i sc- 
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gni delle diverse lince trigonometriche,, 1° affinché si ve- 
desse il loro accordo con quelli ruuh.Vt dalle formole 
del num. 61 ; 2° perchè potesse nlevarsi l’ esattezza di 
quelle formole per tutti gli arch impossibili , quantunque 
non siano state stabilite che per ^chi -inferiori a ìoo"; 
5 °, per dare una nuova conferma al .principio stabilito 
( num. 37 ). 

È con ciò che si vede che , nelle scienze , i fatti e 
le teorie si confermano reciprocamente. 

67. Siccome dovremo ricorrere , in seguilo , ai valori 
correlativi delle linee trigonomeiriche, perciò crediamo 
opportuno di qui presentarli in uno specchio. 
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SPECCHIO 


Dei valori correlativi delle linee 
trigonometriche. 



se ii. 

cos. 

tan. 

sec. 

cor. 

rosee, a 

0 ° 

o 

X 

o 

i 

co 

co [ 

a 

4— scn. a 

4- cos. a 

4- tan. a 

4— sec. a 

4 — cot. a 

4— cose, a 

— a 

— scn. o 

4- cos. a 

— tan. a 

4 — sec. a 

— cot. a 

— cose. a 

ifz* — a 

■*— cos. a 

4- sen . a 

4 — cot. a 

4 - cose, a 

+- tan. a 

4 — sec. a 

i/a ir 

1 

o 

00 

co 

o 

1 

\h ir +- a 

4- cos. a 

— sen. a 

— cot. a 

— cose, a 

— tan. a 

4 - sec. a 

1 

« — a 

4- sen . a 

— cos. a 

— tan. a 

— sec. a 

— cot. a 

4— cose, a 

< 

o 

— l* 

o 

— 1 

0 

00 » 

a 

— &en a 

— cos. a 

4 - tan. a 

— sec. a 

4— cot. a 

— cose, d 

i 

— a 

— cos. a 

— sen. n 

4— cot. a 

— cose, a 

4- tan. a 

: 

— sec. a| 

3/a k 

— i 

o 

co 

co 

O 

-t j 

5/a ir ■*- a 

— cos. a 

4- scn. a 

— cot. a 

4- cose, a 

— fan. 

— sec. a 

i « — a 

— scn. a 

4- cos. a 

— tan. a 

4- sec. a 

— cot. a 

— cose, aj 

2 « 

O 

1 

o 

ì 

co 

oo 

2 * 4- a 

4- sen. a 

4- cos. a 

tan. a 

4- sec. a 

4— cot. a 

4 - cose, a 

a t ir — a 

— sen. a 

4— cos. a 

— tan. a 

4— sec. a 

— cot. a 

— cose. a 

2 k * 4— a 

+- sen. a 

4— cos. a 

4- tan. a 

4— sec. a 

4— cot. a 

4 - cose, a 

( 2 fc i ) «r — « 

4- seti, a 

— - cos. a 

— tan. a 

— sec. a 

— cot. a 

4™ cose, (i 

( 2 fc 4— I ) 41* 4— a 

— sen. a 

— cos. a 

4— tan . a 

— sec. a 

4— cot. a 

— cose, n 
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(58. Spiegazione di questo specchio. Per maggior sem- 

f ilicità, viene indicala con v la semicirconferenza, o 
’ arco di aoo° ( di questo simbolo ir ci siamo servili in 
Geometria per indicare il rapporto della circonferenza 
al diametro , o della semicirconferenza con il raggio 1 ); 
a rappresenta un’ arco minore di un quarto delia cir- 
conferenza , e i un qualunque numero intero. Ed è 
perciò che 7 -ir esprime il quarto della circonferezza, 
o ioo° , 7 v li tre quarti o òoo° ; 2 ir la circonferenza 
intera o 4oo° ; 2 1 se , un numero qualunque di circon- 
ferenze; ( a 1 + 1 ) o a/kie -f- ir un numero intero 
di circonferenze più una mezza circonferenza. 

La prima colonna verticale comprende tutti gli archi 
che può occorrere di prendere in considerazione. Così , 
per esempio, 7 re + a esprime un’arco come AGO , 
più grande di un quarto della circonferenza e minore 
della metà; ir -J- a , un’arco come AGBC " maggioro 
di mezza circonferenza , e minore dei tre quarti ; lo stes- 
so si dica degli altri. 

La prima colonna orizzontale contiene le lettere ini- 
ziali ai ciascuna delle sei linee trigonometriche e cia- 
scuna delle piccole caselle , il valore correlativo di una 
delle linee trigonometriche che corrisponde ad un ar- 
co dato. 

Ciò posto vuò aversi , per esempio , il valore di una 
tangente di un’arco come sarebbe AGO ( fig. 24' )? 

Siccome quest’arco è compreso fra ioo° e 200", può 
rappresentarsi o da { ir -f- a , o da v — a. 

Primo caso : dalla colonna verticale intitolata tan- 
gente si discenda fino alla colonna orizzontale che 
corrisponde a 7 ir -f- a , e si troverà nella casella co- 
mune , — cot a. Infatti 1’ arco 7 ir -j- a ha per sup- 
plemento 7 ir — a , poiché questi due archi riuniti 
lòrmano ir o la mezza circonferenza, dunque 
scn ( ì ir -f- a ) = sen ( 7 * — a ) = •+• c°9 a; 
cos (7* + °) — — cos ( 7 ir — a) ~ — sen a; 
c perciò, 

tane 1 v ir4-a)= v ■— - i_=_! = — cot a. 

cos ( 7 *■ + a ) — se- 11 a 

Secondo caso: si discenda nella stessa colonna verti- 
cale, fino alla colonna orizzontale che corrisponde a 
ir — a, e si troverà nella casella comune, — tang a. 
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In. fatti, ir — a , avendo per supplemento a, ne se- 
gue che 

seti ( r — a )=+ scn a, cos ( ir — a ) = — cos a; dunque 

sen (ir — et) sen a 

e := ! — — tang a. 

cos (ir — a) — cos a 


tang ( k — a ) 


Cosi si troverebbe 

sec (!*+<*) = + cosec a , cot (2ir — a ) = — cot a, etc. 

6g. Prima osservazione. Tanto dalla figura , come 
dallo specchio, risulta che le linee trigonometriche di 
tutti gli archi maggiori del quarto della circonferenza 
hanno li stessi valori aritmetici che gli archi più pic- 
coli, e che non vi sono che le linee che siano le urie 
positive , le altre negative ; cioè delle sei linee corri- 
spondenti ad un’arco ve ne sono sempre quattro ne- 
gative c due positive. 

Conviene ancora osservare che se l’ arco contiene nella 
sua espressione scritta, un numero impari di quarti di 
circonferenza , la linea trigonometrica che si considera, 
essendo diretta , si cangia nella linea indiretta corri- 
spondente, e reciprocamente. È da ciò che si conosce 
tang (~ir + o) = + cot a 
cosec ( -| ir 4- n ) = — sec a . 

Ma se il numero dei quarti di circonferenza è pari , la 
linea che considera ha lo stesso valore , eccettuato il se- 
gno, che può essere differente da quello della linea dello 
stesso nome dell’ arco a. 

Così , cos ( air — a ) = + cos a ; tang ( ir -f- a ) = + 
tang a. 

70. Seconda osservazione. Delle sei linee trigonome- 
triche principali , due , cioè il seno ed il coseno , sono 
sempre comprese fra due limiti determinati -j- 1 e — 1. 
Esse possono passare per tutti i stati di grandezza da o 
fino af i, e da 0 fino a — 1; ma non sorpassano mai 
questi limili. (S’ intende che il raggio vien supposto = 1). 
Due altre , la secante e cosecante , possono divenire 

3 uanto grandi si vuole ; ma hanno per limite del loro 
ecrescere + 1 e- 1 ; cioè crescono positivamente da 
+ 1 fino all’ infinito positivo , e negativamente da — 1 
fino all’ infinito negativo ; ma non possono aver valori 
compresi fra -f- 1 e — 1. 

Le due ultime finalmente , la tangente c la cotan- 
gente sono capaci di ricevere tutti i valori imaginabili 
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da o fino all’ infinito positivo, e da o fino all’ infinito 
negativo. 

Questa osservazione ci sarà utilissima nelle applica- 
zioni della Trigonometria. 

Elementi per costruire le tavole. 

71. Una questione fondamentale della Trigonometria, 
dalla quale dipende la costruzione delle tavole, consi- 
ste nel determinare il seno ed il coseno della som- 
ma o della differenza di due archi, conoscendo di 
già il seno ed il coseno di ciascuno di questi archi. 

Sia AG un quarto di cerchio descritto con un rag- 
gio determinato OA ( fig. 26 ) : chiamiamo a e b due 
archi dati su questa circonferenza ; cd a sia il mag- 
giore. Prendiamo sopra AG , AB — a , BC = b , d’on- 
de ABC = a -j- b; portiamo BC da B in C' , il che 
ci dà AO — a — 0. Tiriamo la corda CC' cd il rag- 
gio OB , che è necessariamente perpendicolare a CO, 
e nel suo mezzo / ( t. 2. ). Poi caliamo le perpendicola- 
ri PB , CQ e CQ'. 

Abbiamo necessariamente , per le definizioni del seno 
c del coseno , 

BP = sen a , OP — cos a , CI — sen b , OI — cos b, 
CQ = sen ( a + b), OQ = cos (a + b), O Q' = 
sen (a — b ) , OQ — cos ( a — b ). 

Ciò posto , dobbiamo operare in modo che le quat- 
tro ultime linee vengano espresse in funzione delle al- 
tre quattro e del raggio. 

Ora se, dal punto I, condurremo IL perpendicolare 
ed Ili parallela ad OA, verremo a formare i trian- 
goli simili OBP , OIL, C 1 H\ quali, paragonati due 
a due, conducono alle relazioni richieste. 

In fatti , la figura ci dà. 

CQ = sen ( a + b ) = IIQ + CH = IL + Oli , 
OQ~ cos ( a -f- b ) = Oh — LQ= OIj — IH ; condotta 
poi OH' parallela ad OA , finche s’ incontri in H' con 
lE ; i due triangoli OHI', CI 11 sono eguali, perchè 
hanno un lato eguale ( CI — CI) adiacente a due an- 
goli eguali ; ciò che ci dà 
IH' = CH, OH' = IH = Q'L. Dunque 
OQ' - sen ( a — b ) = HL—IL — IH'-IL—CH , 
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OQ 1 = cos (a — b ) = Oh -f- LQ' = Oh + IH ; 
d’onde si vede che, in uliiina analisi , la questione si 
riduce a determinare le quattro linee Ih, Oh,CII , IH 
Ora i triangoli simili OBP, Olh , ci danno le due 


proporzioni , 

ih : bp 


cos b 


or : OB , o Ih l SQTI a 
Oh’.OPllOI ; OB , o ohi cos a :: cos b 
si deduce 

scn a X cos b cos a X cos b 


r, d’ onde 


Ih 


r r 

In secondo luogo, i triangoli OBP, CIH sono si- 
mili , perchè hanno i lati respettivaraentc perpendico- 
lari; e perciò ci danno le due proporzioni 
CII l OP :: CI l OB , o CII l cos a :: sen b : r, 

ih : bp :: ci\ ob, o ih : sen a :: sen b : r ; 

d’onde si ha 

cos a X sen b jjj scn a X sen b 

’ r 

sostituendo questi quattro valori nelle espressioni di 
sen ( a + b ), sen ( a — b ), cos ( a + b ), cos ( a — b) 
otterremo finalmente 

, , , . sen a cos b *f- sen b cos a , 

soa ( a ±Z b ) = = \A) 


cos ( 


* ) 


cos a cos b +1 sen ci sen b 


.(/?) 


formole nelle quali i segni superiori si trovano in cor- 
rispondeza, coinè anche i segni inferiori con le altre ad- 
dotte di sopra. (1) 


(/) Ecco un secondo modo di giungere ai medesimi risultali. 
Siano dati i seni ed i coseni di due archi x ed y , proponiamoci 
di determinare il seno ed il coseno tanto della sonimap'-f-x, quanto 
della differenza x — y degli archi stessi ; e chiamiamo ni, il , d, 
le corde che sostengono respettivamente gli archi 2X , oy , e 
2 (*+/). E poiché il seno eli un ’ arco è la metà della corda cito 
sostiene 1’ arco doppio , avremo necessariamente 
m = 2 sen * , « = a scn , d = 2 sen ( x y ). 

Ciò posto, la formola ( 2 a ) del § 56 del 2° t.° cioè 

d = JZLV ( ftp — »* ) + V ( 4 1 “ — »»*). 

ar 2r 

diviene , mediante la sostituzione dei valori <11 ni , n , d , 

2 seti ( x -f- y ) = 


Digitized by Google 



J03 

73. Benché nella precedente costruzione abbiamo snp- 

3 seti X , , a gerì r 

V ( 4'"’ — 4 aon’ y ) -| —JL y ( 4 r» — 4 seri* ss ), 

0 simplificando sen ( * -f- y ) = 

V ( f* — sen* y ) -j- y _y ( r> — sen* * ). 

r r 

Ma , dal!» (/) abbiamo sen* a -J- cos a = 1 , VA’* — sen*j )s= 
cos y > V ( r * — sen* ir) = coj ir ; dunque finalmente 
sen ( x 4. y ) — s cn x X cos y -f- sen y X co-* * 

Posto ora die x sia il maggiore dei due archi dati * ed y « che 
* 7 ‘i a la loro differenza , chiamando d la corda che sostiene 

1 arco 2 x, n quella dell’arco uy, e finalmente m quella del* 
I arco 3 ( x — y ) ; avremo in forza del uum 60. 

“ “ ■* **■'“ * , n = 3 sen y , tw = 2 sen ( x — y ). 

Ma abbiamo , dalla forinola (3) del $ 56 del 1° a* la corda della 
d inerenza di due archi espressa da 

m ~ V (4 r* — n‘ ) — JAy ( 4 1* — d» ). 

„ ? r 3 r 

fte in questa forinola sostituiremo ad m, n, d, i loro valori 
essa diverrà a sen ( x—y ) = 

3 sen * o 

——V ( 4 r* —4 «eu* y ) — y y ( 4 r» —4 sen» * ) 

* f ar 

o , simplificando , prevalendoci della forinola 
»eu» a — sen* 3=1, 

sen ( x—y ) — > 5en * X cos y — sen y X cos x 

r 

Per ottenere i valori di cos ( ac y ) , c di eoa ( x — y ) , 
basta sostituire ioo° 4. x inyece di x nelle forinole precedenti , 
ed avremo ( specchio num 67 ), immediatamente j 
aen (>oo°-J- x 4 y ) = cos ( x 4- y ) , sen ( /oo“ + * — y ) = 

cos ( x — y ) , 

aen ( too° 4* * ) a eoa x , co a ( zoo® -j- * ) = — sen * ; e le for- 
molo divengono 

eoa ( 3 + y ) - C05 * X cna r — sen * X sen y 

• r 

COI ( m —y ) _ eoa A x eoa y - f- sen x X sen y 

r 

L* addotta dimostrazione ha la particolarità di situarci di nuovo 
sotto quel primo punto di vista che ci servi fin da principio per 
riguardare la Trigonomeliìa , il quale consiste ( n. 60) nell’in- 
trodurre gli archi nel calcolo per mezzo delle loro corde. 

inoltre essa è generale , perchè stabilisce la relazione fra le 
corde, supponendo i loro archi in un qualunque rapporto con la 
circoufercnza. 
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posto che ciascuno dogli archi, cd anche la loro som- 
ma , fosse minore di un quarto della circonferenza ; 
pure, con costruzioni analoghe, potrebbe verificarsi l’e- 
sattezza delle forinole in tutti i casi. Basterebbe soltanto 
di avere in vista i valori correlativi delle linee. A tale 
oggetto sottoporremo ad esame uno di questi nuovi casi 
quello cioè ove , 1* uno degli archi essendo maggiore di 
ioo°, la somma non sia maggiore di aoo°. 

Siano ( fìg. 27. ) 

AB = a , B C =3 BC 1 = b ; d* onde ABC = a -f- b , 
AC? — a — b 

Tiriamo poi , come nel caso precedente , il raggio OB 
e la corda CO / poi abbassiamole perpendicolari BP, 
CQ, CQ 1 . Finalmente, conduciamo la perpendicolare 
IL e la parallela IH fino che s’ incontri con CQ pro- 
lungata ; poi la parallela OH 1 fino elio s’ incontri con 
IL prolungata. 

Ciò fatto, osserviamo prima che gli archi AB, AC, 
essendo compresi fra ioo° c aoo° , hanno un seno po- 
sitivo .ed un coseno negativo ; 0 perciò abbiamo BP 
= sen a , 

cos a = — OP, o OP — — cos ay CQ' = sen (a — b), 
cos (a — b ) — — OQ ‘ , o OQ 1 — — cos (a — b ) • 

In quanto all’arco ABC, che ha negativo il seno cd 
il coseno unitamente , abbiamo 

CQ — — sen ( a -f- b ) , OQ = — cos ( a -j- b ). 
Frattanto la figura ci dà 

CQ = — sen ( a + b ) = CH — II Q = CH — IL , 

OQ = — cos ( a + b ) = OL -f LQ = OL + IH, 

CQ 1 = sen (a— b )=H'L^H'I + 1 L=CH + IL , 
OQ 1 = — cos (a — b) — OL — LQ‘ = OL — IH 
Dunque altro non ci resta che calcolare CII , IH, 
IL ed OL , per mezzo dei triangoli simili OBP , CHI 
cd OBP , OIL. 

Calcoliamo soltanto CI 1 cd IL , perchè devono ser- 
vire alla determinazione di sen ( a + b). 

Questi nostri triangoli ci danno 
CH : OP :: CI : OB , o CH\ — cos a :: sen b : r , 

IL : BP :: OI : OB, o IL : sen a :: cos b : r, 

d’ onde CH = ~ cos « Xscn ed /L= S -.i‘ a X — . 

r r 
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Sostituendo questi valori nell’espressione di CQ , si 
trova 


— scn ( a-j-b ) = 


— cos a X seu b sen a X cos b 


o, cambiando i segni , 

„ , . , , sen a X cos b 4- sen b X cos a 

sen ( a -j- b ) = 1 


r 

Si troverebbero in egttal modo le altre tre forinole. 

N. B. Benché, in apparenza, l’espressione di sen 
(« + b )sia la somma ili due quantità, in realtà però 
essa rappresenta una differenza, poiché, nel prodotto 
scn b X cos a , il cos a è negativo , perchè coseno di 
un’ arco compreso fra ioo° e 200°. Osservazioni analo- 
ghe avrebbero luogo per le tre altre espressioni. Ciò 
prova la necessità di aver riguardo ai valori correla- 
tivi , quando si vuò che le lòrmole siano applicabili a 
tutti i casi. 

CONSEGUENZE DELI, E FORMO!, E {A) C (B). In tutto 
ciò che siegue, per brevità di calcolo, si supporrà r = 1J 
ciò non presenta veruna difficoltà , perchè potremo sem- 
pre ristabilire r nei risultati, seguendo la regola della 
omogeneità ( n. 4 )• 


J IV. Determinazione del seno e del coseno di un 
multiplo qualunque di un arco , in funzione del 
seno e del coseno di quest' arco. 


73. Hiprendiamo i valori di sen ( a -j- b ) e di cos 
( a -f- b ) , i quali , supposto r = 1 , divengono 
sen ( a + b ) = sen a cos b + sen b cos a , 
cos ( a -f- b ) = cos a cos b — sen a sen b. 
Supponiamo primieramente b — a, ne risulterà 
sen 2 a = a sen a cos a , 
cos 2 a — cos* a — sen* a , 

forinole che danno il seno ed il coseno del doppio di 
un' arco , in funzione del seno e del coseno di que- 
st ' arco. 

Sia ora b — a a, otterremo 
sen 3 a — scn a cos 2 a + sen 2 a cos a, 
cos 3 a = cos a cos 2 a — sen a sen 2 a ; 
ovvero, ponendo invece di sen 2 a, cos a a, i loro va- 
lori , e riduccndo 
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sen 3 n = 3 sen <j cos* a — sen 5 a , 
cos 3 a = cos 5 a — 3 cos a sen’ a. 

Queste formolo fanno conoscere il seno cd il coseno 
del triplo di un’ arco , in funzione del seno e del co- 
seno di quest' arco. 

Sia ancora b — 3 a , si avrà 
sen 4 « = sen a cos 5 a + sen 3 a cos a , 
cos 4 a — cos a cos 3 a — sen a sen 3 a ; 
o , sostituendo i trovati valori di sen 3 a , cos 3 a , e 
riducendo 

sen 4 a = 4 sen a cos 5 a — 4 cos a sen 5 a , 
cos 4 a = cos 1 a — 6 cos’ a sen’ a + sen 1 a. 

D’onde si scorge che si potrebbe cosi ottenere suc- 
cessivamente il seno ed il coseno di un multiplo qua- 
lunque di un’ arco , per mezzo del seno e del coseno 
dell* arco semplice. 

74 Osservazione. I valori del sen a a , sen 5 a , 
sen 4 a , . . . , provano che , se il seno aumenta nel 
tempo stesso dell’ arco , ( fino tanto che quest’ arco è in- 
feriore a ìoo" ) , il suo accrescimento non è proporzio- 
nale a quello dell’ arco ( cioè fra i respettivi aumenti 
simultanei della corda e fra quelli dell’ arco non si Iran- 
no eguali rapporti per quoziente ). 

In fatti , nell’ ipotesi di r=i, cos a è sempre com- 
preso fra o ed 1 ; perciò, cos a, cos* a, cos 5 a , sono 
frazioni. Dunque a sen a cos a non è che una parte 
di a sen a. Lo stesso deve dirsi di 5 sen a cos* a , e 
con piti ragione di 3 se"n a cos* a — sen 3 a , etc. . . . 
Ciò si scorge egualmente dalla forinola . 
sen (« + b) = sen a cos b + sen b cos a , 
poiché cos a e cos b essendo frazioni proprie , sen (o 
-f • b) non è che una parte di sen a -f sen b. Si rico- 
nosce anche dal vedere che i seni crescono molto meno 
rapidamente degli archi. 

79* Determinazione del seno e del coseno della 
metà di un ’ arco. 

i.° mètodo. Combiniamo la forinola , 

cos a a = cos’ a — sen’ a , 
con la relazione (ì) del num. 6a. 

ì e=s cos* a -j- sen* a. 

Troveremo prima , dall’ addizionarle, 
i + cos a a =s a cos’ a ; d’ onde si deduce 
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eoe* a 

a \ a 

e poi dal sottrarre 1* una dall’ altra 

1 cos a a = a scn* a ; dunque 

„ 4 — cos sa _ ^ cos a 

sen a =3 , e sen a — 


1 , x -/i + cos 2 a\ 

, c cos a = — ! ) > 

1 ; dunque 
jf'Q — 008 3 


Siccome gli archi a , e a a sono collegati in modo 
che il primo ò metà del secondo , niente osta di po- 
ter sostituire a in luogo 3 a, e perciò -j a ad a j e da 
ciò si hanno le due forinole 

■«;« = r(ì±2p), « t « =r(i=p) , 

ciascuna delle quali comprende due valori, atteso il dop- 
pio segno che compete al radicale. 

76. a.° metodo. Nell’ addotto primo metodo il seno 
cd il coseno della metà dell’ arco si deduce dal co- 
seno cognito dell’ intero arco , giacché i risultati otte- 
nuti non racchiudono che questa sola linea cognita. 
Che se l’ arco ci fosse noto mediante il suo seno , con- 
verrebbe operare come siegue. 

Ricorrendo alla forinola sen a a = a sen a cos a ? 
nella quale dal sostituire V (1 — sen" a ) invece 
di cos a j abbiamo sen 2 a = a sen a ( 1 — sen* a ) 
ed t elevando al quadrato scn* a a =■ 4 scn* a (t — sen* a) 
o , effettuando i calcoli ed ordinando 

sen 4 a * — sen* a = — j sen* 2 a , 
equazione del 4*° grado , risolubile come quelle di a" , 
( t. 1 $ 128 ). 

Sia primieramente sen* a = y , d’ onde sen a = 
db y y } essa diviene y* — y = — ~ sen* a a ; 
dunque y t= ~ +T 7 V ( 1 — sen* 3 « ) : e perciò 
sen aea (1 — sen* 3 a ) J 

0 alla a a sostituendo a , ed ~ a ad a , 
sen i a «= irK’CìdrrK'Ci — sen* a )]. 

Se nella forinola sen 2 a = 2 sen a cos a , vi si 
sostituisca (1 — cos* a ) invece di sen a, si tro- 
verà, con un'analoga operazione , 
cosjai=d^|A ( ~ -+~ t (1 — sen* a). 

JV. B. Questi due risultati , che abbiamo ottenuti in- 
dipendentemente 1’ uno dall’ altro , sono identici ; ma 
siccome sen ~ a e cos f a sono legati fra loro dalla 
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relaziono sen‘ a -f- cos* -j a = 1 , ne segue che , se si 
prende il segno superiore del secondo rapporto per il 
seno , deve prendersi il segno inferiore per il coseno , c 
reciprocamente; cioè deve aversi 
sen-7a=±:K'[-r±:T V~ (1 — sen* a ) J, 
c os ~ a = ±: [ t ? K ( 1 — cos* a) J. 

77. Discussione dei risultati trovati mediante i due 
metodi. 

Deve osservarsi che ciascuno dei due ultimi risultali 
comprende quattro valori ; mentre che quelli del primo 
metodo non ne racchiudono che due , i quali sono an- 
che aritmeticamente eguali; cioè non hanno che diverso 
segno. 

Per dar ragione di questa particolarità , osserveremo 
che , quando un’ arco a è dato dal suo coseno , ven- 
gono anche nel tempo stesso ad esser dati gli archi 
ai #-) -a , a tv — a , poiché ( specchio num. 67 ) 

abbiamo cos ( a k ir H- a ) = cos a. 

Dunque, richiedendosi sen ~-o o cos ~ a in funzione 
di cos a y il calcolo deve dare , nel tempo stesso, i seni 
della metà di tutti gli archi compresi nella espressione 
generale a k v a-, ( t essendo un qualunque nu- 
mero intero che può anche esser nullo ), ovvero i co- 
seni di queste stesse metà; vale a dire devono ottenersi 
tutti i valori compresi dal 

/ 2 i v •+ a \ ji / 2 >fc vr +* et \ 

sen ^ ~ J , o dal cos^ = J . 

Ciò posto , si supponga prima in i un numero pari, 
cioè a & , avremo 

sen = sen (^2 i' # + ^^==disen2..,(67), 

cos ^ = cos ^2 t' ir +■— \ = + cos ~ 

Sia ora k un numero impari , a k' -f- 1 , avremo 
““ = ««(«* ®?,o 

co. = ms ( r± <£ )= _ CM a ; 

Si vede dunque che i valori corrispondenti tanto al 
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seno , quando al coseno della mclk di un’ arco , sono in 
numero di due, eguali . e di segni contrarii. 

Supponiamo ora che 1 ’ arco a sia dato dal suo seno. 
Siccome , dallo specchio n. 67 , abbiamo, 
sen ( a k tr-|-a ~) = sen a , e sen ( a — a ) = sen a 

ne siegue che lo stesso calcolo deve dare i seni o i co- 
seni delle metà di tutti gli archi compresi nelle duo 
espressioni a k *■ -f- a , a k x-{-ir — • a , cioè che deve 
farci ottenere nel tempo stesso tutti i valori compresi 
nelle fermole. 

n ( a 1 * + " ) 0 «„ o 

co» ( »*«•+ " ) c co» (■ » . * ■ « + 

Primieramente non si considerino che le due espres- 
sioni del seno. Sia t — a i 1 ; avremo 

sen = sen ^ sen - , 

( 4 i' ir 4 - -ff — a \ * /ir a\ . a 

* ~ _^=sen j= -f- cos — . 

Sia t = a k‘ + 1 ; avremo 
xn ( **«+»+? _) = »en ( * + -1)=-*®?, 

SCO ( &■*+$*—« ^ S , _ °^ = — ,. n « 2. 

Otteniamo dunque in tal modo quattro valori differenti, 
-f* sen f a , -j- cos -j a , — sen \ a , — cos ~ a. 
Operando sulle espressioni del coseno , si trovereb- 
bero egualmente quattro valori , cioè 

-f- cos -J a , -f* sen ~ a , — cos 7 o , — sen 7 a. 
Questi risultati poi si vedono concordi con quelli del 
n. 67. 

Ci resta però ancora una difficoltà a risolvere , e que- 
sta consiste nel determinare qual sia , fra i quattro 
sistemi di valori del seno e del coseno, quello che 
deve prendersi , allorché si ha in vista di calcolare 
il seno ed il coseno della metà di un’ arco determi- 
nato ; perchè è certo che uno stesso arco non può avere 
che un sol seno ed un sol coseno. 
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Supponiamo , per fissare le idee , 1’ arco a al di sotto 
di 100% 0 questo è il caso ordinario. Avremo allora 
j a < 5 o% e 100° — i a > 5 0° 
d’ onde si deduce 

sen { a < sen 5 o“ e sen ( ioo° — a ) o cos f <* > sen 6o°. 

Si vede dunque che , in questo caso , il seno è più 
piccolo del coseno ; altronde poi le loro espressioni de- 
vono essere positive. . 1 

Perciò , dei quattro sistemi di risultati ottenuti n. 78, 
quello che sodislà al quesito è 

sen a = V [ t — rV( 1 — sen * a ) ] » 

cosia = V[T + TK (1— sen’ a ) ]. 
Questo sistema si riduce a quello del n. 75, al- 
lorché vien sostituito V~ (1 — sen’ a ) al suo valore 
cos a , perchè si trova 

sen ì a = J/~ ^ i. — 1 cos = y ' ^ 

e, 1 « = r(i + Le».» y=jr(i±2^y 

Sotto questa ultima forma avremo occasione bene spesso 
di ridurre i valori di sen ~ a e cos •£- a. 

78. La Geometria ci somministra una dimostrazione 
semplicissima di queste due formole. 

Siano AB = a , BP — sen a , OP — cos a ( fig. 
38 )• Dividiamo in due parti eguali gli archi AB , BD 
nei punti C e C 1 ; tirate Je corde AB , BD ed i raggi 
OC , OC ; risulta evidentemente da tal costruzione , 
BI = sen BC = sen ~ a, BC‘= ±BCD=i (30 o°— a) 
= ioo° — i a , d’ onde BV = OI = cos v «• 

Ciò posto , i triangoli rettangoli ABP , DBP , danno 
AB, o 

3 sen 7- a~y~ (AP'+BP') — (r— cos a)’-f-sen’a], 

BD, o 2 cos ±a=y(PD' +BP Ì )=V [(r+ cosa)’ + scn’aj. 

Effettuati i calcoli , cd osservando che 
sen’ a +■ cos’ = r’, 

a sen f o = ( 2 r* — arcosa), 

a cos ± a — y~ ( 3 r* -f arcosa ) ; 
d’ onde , dividendo per 2 , e supponendo r = 1 , 

l 1 — cos a\ 1 1 -I- cosa\ 

sen _a=K(-^;,cos_a==^-^_;. 
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ijq. Determinazione del seno di un terzo di un'arco 
in funzione del seno di quest’ arco. 

Nella forinola scn 5 a = 3 sen a cos* a — sen 5 a , 
del n. 73 pongasi invece di cos a , x — S en* a ). 

sarà sen 3 a = 3 sen a ( 1 — sen* a ) — ■ sen 3 o=3 sen a — 
4 sen 3 a , 

ed ordinando , sen 5 a — ^ sen a -f- -j- sen 3 a =3 o ; 
ovvero , finalmente , sostituendo a ed ~o invece di 5 a 
e di a, 

sen 5 - a — -1 scn -j- a + 7 sen a = o , 
equazione del 5“ grado che non abbiamo ancora appreso 
a risolvere, e altronde la sua soluzione non ci interessa 
per il nostro oggetto. 

80. Determinazione della tragente della somma 
o della differenza di due archi , in finzioni delle 
tangenti di questi archi. 

Dalla relazione tang a = r scn a ) stabilita al num. 62, 

cos a 


abbiamo 


, . w . sen ( a -h- b ) 

tang ( a ±b) = 1 => , 

cos fari) 

o , invece di sen ( <* rfc 6 ) sostituendo i loro valori 
( num. 72 ). 

tang (atfi) — sen a cos b ± sen b cos a 
cos a cos b -j_ scn a sen b 
E , ad oggetto di non aver che tagenti nei secondo 
membro , dividiamo numeratore e denominatore per cos 
a cos 6, ed avremo 


sen a , sen b 
-4— - 


tang ( a H- b ) 


cos a — cos b 

, sena, scn b 

l-H X 

cosa cos b 


• sen a _ „ 

e siccome = tang a 


sen 


cos b 


tang b , 


cos a 
otterremo finalmente 

, , » x tang a +; tang b 

tang ( a ±r b ) = —dL — zz 2_ . 

1 4- tang a tang b 

N. B. Se il raggio non fosse eguale all unita , con- 
verrebbe ristabilirlo in questa formola , la quale diver- 
rebbe 
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. , , , r* ( tane a +- tane b ) 

tane ( a •+ b ) = = p - , 

~ r* 4- tang a tang 6 

8l . Si faccia ora b = a nella espressione 

tang ( a + b ) = tan S Q +.. tan ^; 

1 — tang a tang b 


Ut 


otterremo tang a a 


u ta n & ° ; questa nuova 

1 — tang* a 


formola ci dà la tangente del doppio di un’ arco in fun- 
zione della tangente di quest* arco. 

8a. Sostituendo a invece di a a , ed ~ a ad a si ha 
tang a =» a tang 7 a , ^g» 1 Q 4. 2 UD g — 1==0 

1 — tang’-a 3 «“S® 3 

a 

equazione di secondo grado , che , risoluta , dà 

tang - a = — — ì — 4 - — y~ ( 1 +tang* al. 

3 tang a tang a 

Perciò, otteniamo due valori per la tangente della metà 
di un’ arco , espressi in funzione della tangente di que- 
st’ arco. 

In fatti quando un’ arco a ci è datò per la sua tan- 
gente , ci vengono dati , per ciò appunto , tutti gli ar- 
chi compresi nelle espressioni 

3 k «•+ a , 3 £ -j_ a , poiché abbiamo ( n. 67 ).• 

tang ( 3 £* -f a ) , e tang (3 * r + r + a) — tang a ; 

perciò , lo stesso calcolo deve dare i valori di 

/ .a 4 r -f « \ / 3 ifor- 4 - 7 r+a 

tang ^ - ~ . . — J e tang f - ' ' 

Sia k = 3 i'j avremo 
✓4 V ne 4-/i" 

tang 


-) 


( 4 1 ' a ) = Uns ( a *' * ~ tan S ~ » e 


. /4 k' x -f- <k + a\ . 

tang ± — _ — J=tang 

Sia k t=t 3 k' -f- 1 ; troveremo 

tang(A*l!L±iI + a V- 


3 

— CDt ? (67) 
3 


tang 


(- 


)=tang^ +^=tang?, 
3 ir 


valore identico con il primo j 

' 4 tang^+ 5 ' W-cot « , 

3 / X 3 2 / 3 

valore identico con il secondo. 
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Si vede che i valori sono in numero di due , 

- cioè -f- tang fa, c — cot ~ a , 

Questo risultato si accorila con la natura dell* occa- 
sione poc'anzi addotta che ha — - 1 per ultimo termine. 

In fatti , la relazione cot a = 1 , o 

tang a 

Cot a X tang a = 1 del num. 6 a , ci dà 

cot f a X tang ~ a = 1 , — cot fax tang f a = — l . 

In quanto al valore da prendersi , quando si suppone 
a < 100° , come accade più frequentemente ; siccome 
in tal caso, tang f a deve essere positiva , e siccome 
è positiva anche la tanga a, si vede che devo aversi 
per risposta al quesito 


• + 


-V ( i + i ac s‘ a ) ; 


tang - a = — 

a tang a tang a 

ed in questa circostanza abbiamo 

f — V ( 1 + tan 8* a )•' 


coti a 


tang a 


tang a 


83 . Otterremo altre espressioni della tang f a , me- 
diante le formole 

1 + cos a 


sen_a 

a 


l i — cosa \ 1 

— r-> C 0 S a o==r (‘ 


) ( 75 ) 


Dividendo 1 ’ Una per l’altra, troviamo 

. o 1 i — cos a \ 

l.° ... tang _ a = V{ )• 

a \ ì cos a S 


-j- cos 

Se il numeratore c denominatore della frazione sotto 
il vincolo si moltiplicherà per 1 + cos a , e poi per 


1 — cos a , otterremo 


3 . 


sen a 


1 . /- , /i — cos” a \ s 

tang _ a=y‘ ( )= - 

2 \( ì -f- cos a' y 1 -+• cos a ’ 

H 1 x/-f( cos a y\— 1 — cos a 

5 . . . .tang - a y - 


se n a 


Queste diverse espressioni sono spesso impiegale nelle 
trigonometriche applicazioni. L’ ultima si deduce ancora 
facilmente da quella che abbiamo ottenuta dal numero 
precedente. 

In fatti, a questa può darsi la forma 


tang - a: 
2 


— l + \ T ( 1 + tang” a ) 
tang a 


ma 
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scn n 


cos a 


(t + tang 5 a) — scc a 
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1 


cosa 


dunque lang 1 a 


— 1 -j- cos a 

scn a 
cos a 


cos a 


scn « 


84. Le formolo (A) e (B) dei 11. 71 , danno ancora 
luogo ad alcuni utili risultati nelle applicazioni della 
Trigonometria. 

Riprendiamo primieramente i valori di 

sen ( a + *) e di sen (a — b ) ; 
sen (a + b) = scn a cos b + sen b cos a , 
sen (a — b ) = scn a cos b — sen b cos a. 

Dall’ addizionare queste due eguaglianze , e dal sot- 
trarre l’ una dall’altra, risulta 

sen ( a b ) -J- sen (a — b ) — 2 scn a cos b , 
sen ( a -j- b ) — sen ( a — b ) = a sen à cos a ; 

e , dividendo queste due l’ una per l’ altra , ed osser- 

sen a cos b . , 1 • 

=tang a, = cot b — , 

cos a scn b tang b 


vando che 


scn ( a -{- b ) -f sen ( a — b ) tang a ^ ^ 

sen ( a + b ) — sen (a — b ) tang b 

Siccome le formolo {A) c ( B ) sono vere, qualunque 
siano gli archi a e b, lo stesso deve dirsi della rela- 
zione (C). 

Ciò posto, siano p e q due archi qualunque ( essen- 

do P > ? )• 

Possiamo sempre riguardare 1’ arco maggiore p come 
la somma di due altri archi a e b , ed il minore q come 
la differenza di questi archi. In fatti se si supponga 

a 4 - b = n . ) . , (dalla sottrazione zb=p — a, 

aZb = q,l ne nSulla (dall’ addizione, 2aJp+q, 


d’ onde 


a 


_ p + <7 


b =P_ZL2. 

3 

8 
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Dal sostituire questi valori dt a -f- b , a — b invece 
di a c di b nella forinola (C) , otteniamo la nuova re- 
lazione 

scn p + sen q tang t ( p + g ) . , # # 
seti p — sen q — tang t (p — q ) 
ciò clie dimostra elle la somma dei seni di due archi 
è alla differenza dei seni di quest' archi slessi , come 
la tangente della semisomma degli archi è alla tan- 
gente dalla loro semidifferenza 

Combiniamo in egual modo le formolo 
cos («+£) = cos a cos b — sen a sen b , 
cos (a — b ) = cos a cos b -f- sen a sen b. 

Ne risulterà prima dajla loro addizione, e dalla loro 
sottrazione 

cos (a — b ) + cos ( a + b ) = a cos a cos b , 
cos (a — b ) — cos ( a + b ) = a sen a sen b. 

Dividendo queste due eguaglianze membro con mem- 
bro, otterremo 

cos (a —b) + cos (affb ) _ cot a cot j ì= c ° l a .JE) 

r L \ / .. I A \ fnnrr /i 


cos (a — b ) — cos (a + b ) 


tang b 

P + q 


Siano ora " Ì £ = P q ’ { d ’ onde ^ p _ 

a 

la relazione precedente diviene 
cos g +coy = CQt i( /?+<?)co tl(p-- ? ) == cot . !>+? ). . (F) 
cosy — cos p a a lan t (p — q) 

risultato che può esprimersi analogamente al precedente 
85. Queste formule servono principalmente per so- 
stituire ad alcune espressioni trigonometriche certe al- 
tre che atte siano a sottoporsi alle applicazioni loga- 
ritmiche. 

Debba, per esempio, calcolarsi numericamente l’e- 
spressione 

sen 3o° -f sen jf>° 


x =; 


si 


porrà 


P = 


__3o°j d , 

= xt>° j 


sen 3o" — sen i6° 

onàcJL±JL = a3°, 
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Sostituendo questi valori nella relazione (X)), avremo 

sen 5o° -f- sen 16 " tan" a3° 

x =z — = 2 — 5 

sen 3o° — sen 16 “ tang 7 0 

e perciò, log x = log tang 23° — log tang 7 0 ; dal che si 
vede che può ottenersi il logaritmo del numero cercato 
-con una semplice sottrazione. 

Sia ancora l’espressione x = sen 25" + cos 49 °, da 
calcolarsi aritmeticamente ( vedremo fra poco clic le ta- 
vole non contengono che i logaritmi delle lince lri"o- 
nomctrichc ). 

Incominciamo dall’ osservare che cos 47 " — 
sen ( ioo° — 47 ° ) = sen 53°; il che ci dà per il valore 
di x , a: = sen 53° -f- sen 25 °. 

Ma abbiamo trovato precedentemente 

sen ( o + 3 ) -f- sen ( a — b 1 = 2 sen a cos b. 
Dunque sen 53 ° -f sen a 5 " = 2 sen 39“ cos 14 0 j 
e perciò , log x = log 2 + log sen 09° -f- log cos 14 0 . 

86 . La formola (D), della quale ci prevarremo nella 
risoluzione dei triangoli , si dimostra semplicemente dalla 
Geometria. 

Sia descritta una circonferenza di cerchio con un rag- 
gio OA ( fig. 29. ) eguale a quello delle tavole. Tiriamo 
il diametro AA' , e prendiamo , partendo dal punto 
A, AB = p,AC = q; poi sbassatilo BP , CQ per- 
pendicolari sopra A A' , prolungando BP finché incon- 
tri la circonferenza in B 1 ; c poi guidiamo CI paral- 
lela ad A A'. 

Risulta evidentemcnic da questa prima costruzione , 
CQ = sen AC = sen q , BP = B'P — sen p , DB — 
sen p -j- sen q , BD — sen p — q. 

Si unisca ora il punto / con i punti B, B' , e dallo 
stesso punto I come centro, con il raggio del cerchio 
descriviamo un’arco clic tagli CI in E, ed innalziamo 
a CI la normale GEF. 

Siccome AB = AB ' = p , AC = q, ne risulla CAB' 
= P + !■> CB =p — q , EF = tang EIF = tang 
t ( P + I ) 1 DG = tang t ( p ~ q )• 

Ma, ( t. 2. $ 55 ), le tre rette BI, IVI, CI, tagliano 
le parallele GF, BB‘ in parti proporzionali. Dunque. 

db' : db :: ef \ eg ; 

★ 
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ovvero sostituendo a queste lince i loro valori, sen p -f- 
scn q ; sen p — sen q ” tang t ( p + y ) I tang 
•; (P — ? )• 

Costruzione delle Tavole Trigonometriche. 

8 7. Passiamo ora a far conoscere i mezzi clic sono 
siati impiegati per formare le tavole trigonometriche. 

Si dà un tal nome alle tavole che racchiudono, da 
una parte tutti gli archi da o" fino a 100°, e dall’ al- 
tra i valori dei seni, coseni, tangenti, etc., corrispon- 
denti a tali archi. Queste poi basta che comprendine le 
sole linee trigonometriche degli archi minori di 100", 
poiché, dallo specchio ( num. 67.), quelle degli archi 
maggiori sono numericamente le stesse che le lince tri- 
gonometriche degli archi più piccoli di too°. 

Addottcremo , in tutto ciò che sieguc , la divisione cen- 
tesimale, cioè supporremo il quarto della circonferenza 
o il quadrante diviso in 100 parti eguali , chiamate 
gradi ( 100° ) , ciascun grado diviso in 100 minuti , 
( loo' ); ciascun minuto diviso in 100 secondi ( 100"). 
In somma ; non ammettiamo che le tavole da formarsi 
in modo che gli archi crescano di minuto in minute. 

Ciò posto, dalle formole già stabilite, scorgiamo che 
basta calcolare il valore del sen 1'. In fatti , la lònnola 
cos a = (1 — sen’ a ) , ci incomincia a dare il 

valore corrispondente al cos i'. 

Conoscendo i valori sen 1' e cos 1' , si otterranno 
quelli dei seni e coseni di 2', 5 ', 4 f > •••., facendo 
successivamente nelle formole 

sen 2 a = 2 sen a cos a 5 cos 2 a = cos’ a — sen’ a, 

sen ( a + b ) = sen a cos b + sen b cos a, 

cos ( o -j- b ) — cos a cos b — sen a sen b, 

a — i' , poi b = 1', 2', 3 ' , . . . , e così in seguito , 

fino a 10000' o xoo°. 

In quanto alle altre linee trigonometriche, si dedur- 
ranno facilmente i loro valori , dalie lòrmole 

. sena .1 1 1 

tanga= ,cota= ,scca=____ ,coscca= 

cosa tang a cos a sen a 

Tuttavia, potremo calcolare con più semplicità i seni 
ed i coseni , coll’ ajuto delle formolo 
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sen ( a + f>) + scn ( a — b ) = 2 sen a cos b , 

cos ( o -j- b ) -J- cos ( a — b ) = 2 cos a cos b . 

A queste può darsi la forma 
sen (a + b) — sen a X 2 cos b + sen (a — b) X — 1, 

cos (a -f- &) = cos « X 2 cos b + cos (a — b) X — 1 j 

e dal far qui a = m b, avremo 

sen (m -f- i)b = sen mb X 2 cos b + sen ( m — i)& X — l , 
cos (m -J- 1) b = cos /aj 4 X 2 cos A 4* cos \jn — l) b X — 1 > 

ciò che dimostra che , per avere il seno di un multi- 
plo qualunque ( m -(- l ) b delC arco b , bisogna mol- 
tiplicare i seni dei multipli immediatamente inferiori , 
m b , ed ( m — 1 ) b , respeltivarnente per le quan- 
tità costanti 2 cos b , e — 1 ; poi addizionare questi 
risultati con i loro segni. La stessa legge di forma- 
zione ha luogo per i coseni. 

Seguendo tal regola, si faccia b — 1' nelle foratole; 
poi successivamente rn = 1 , 2 , 5 , . . - , ne risulta 

sen 2' = sen 1' X 2 cos i' — 0 = 3 sen 1' cos i' ; 

cos 2' = cos 1' X 2 cos 1' + 1 X — 1 = 2 cos 1' — 1, 

sen 5 ' = sen 2' X 2 cos 1' + sen i' X — 1 , 

cos 3 ' = cos 2' X 2 cos i' 4 * cos 1' X — 1 , 

sen 4' = sen 3 ' X 2 cos 1' + sen 2' X — 1 , 

cos 4' = cos 5 ' X 3 cos i' -f- cos 2' X ■ — 1 , 


e cosi in seguito. 

N. B. Tutta la difficoltà consiste dunque nel deter- 
minare, con il massimo grado di approssimazione pos- 
sibile , il seno dell’ arco più piccolo della tavola , cioè 
il sen 1'. 

88. A tale effetto , incomincieremo dal richiamar qui 
la proposizione del t. 2. $ 56 , ove si è dimostrato che 
un qualunque arco è sempre maggiore del suo seno , 
e minore delia sua tangente ; e si è ancora colà os- 
servalo che più diminuisce l’arco, c più la tangente cd 
il seno si approssimano Luna all’altro, e che perciò 
l’ arco è compreso fra queste due lince , ossia ne è il 
limite. 

Ciò risulta ancora dalla forinola tang à — ■ i,cn — t 

cos a 


Digitized by Google 



n8 

, lane ai . , 

che da = ; ove si scorge che , a misura 

sen a cosa 

che l’ arco diminuisce , il coseno aumenta e si avvi- 
cina di più in più all’ ultima ; e perciò anche il rap- 


porto- — 
cos a 


si approssima a divenire eguale ad x. Se 


l’arco è piccolissimo, — ì — o_J_!!lr_l i differisce pochis- 
cos a scn a 

simo dalla unità. 

Sia, per esempio, l’arco che ha per coseno o, 99, 
esso diviene 


tang a _ 1 100 ^ 1 

sen a o, 99 99 99 

sia ancora cos 0=0,99999 ; si trova-.-”?’ 9 . = 1 -f 1 . 

sen a 99999 

Questo rapporto dunque tanto meno differisce dall’u- 
nità , quanto è più piccolo l’ arco , e può differirne quan- 
to più poco ci piace. Deve intendersi lo stesso dei rap- 

porti „ taPt> a e — — — ; poichò l’arco è sempre com- 

a sen a 

preso fra la sua tangente ed il suo seno. 

Possiamo perciò stabilire, come una verità matematica 
che i rapporti , della tangente al seno , della tangente 
all’arco, e dell’arco al seno, sono tre quantità che 
tendano incessantemente verso l' unità, a misura che 
forco diminuisce ; e allorché 1’ arco è minore di qua- 
lunque grandezza data , anche questi rapporti dij]eri~ 
scono dall ’ unità di una quantità minore di qualun- 
que grandezza data. 

Ed in altri termini, questi tre rapporti hanno per 
loro LIMITE li’ UNITA*. 

Questa proposizione è di un grandissimo uso nell’al- 
ta analisi. 

8g . Poiché dall’ essere un’ arco piccolissimo il rap- 
porto — — . differisce pochissimo dalla unità , 

sen a 

ne siegue che ancora l’ arco ed il seno siano pochissimo 
differenti l’uno dall’altro. Possiamo inoltre, in tulli i 
casi, calcolare f errore che ha luogo col prendere l’arco 
per il seno, o reciprocamente. 
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In fatiì, la relazione tang a > a , ci dà. 


“9 

• > a, 


cos a 

d’onde sen a > a cos a, e con più forte ragione scn 
a > a cos* a, poiché cos a è sempre una frazione. 

Poniamo invece eli cos* a il suo valore 1 — sen’ a ; 
ne risulta sen a > a — a sen’ a, e con maggior ra- 
gione, sen a > a — a 3 , poiché abbiamo a > sen a, o 
a ’ > sen’ a. 

Ma l’ ineguaglianza sen a > a — a 1 , ci dà a — sen 
a < a 3 ; ciò che prova clic, la differenza fra l’arco 
ed il seno è minote del cubo del valore dell’ arco. 

Sia a = o, oi (essendo valutata la lunghezza dell’arco 
per mezzo del raggio ) ; ne risulta 
a — sen a < o , ooooooooi. 

90. Ciò posto, se, preso il diametro per unità, ab- 
biamo la circonferenza ir = 5 , 14159-16, ( t. 2. ); ne 
sìegue che, dall’ assumere , non il diametro, ma il rag- 
gio per unità, il valore di nr rappresenti quello della 
semicirconferenza ; dunque 

f ir = 1 , 5707963 .... 
esprime il valore del quadrante o di 100”. 

Perciò = o,oi5 7 o 7 965 

’ 1' = 0,00015707963 . . . 


Siccome quest’ ultima espressione è inferiore a o, 0002, 
ne siegue che (i') ! sia minore di (o,oooa) s , o di o , 
000000000008. 

Si vede da ciò che l’espressione dell'arco di 1' rap- 
presenta quella del sen 1' , con tale approssimazione 
li-azionaria da non differire 1’ una dall’ altra nè anche 
di un’ unità dell’ ordine dell’ undecima cifra decimale j 
e perciò abbiamo 

sen 1' = o' ; 00016797965, 
fino all’ undecima cifra decimale inclusivamcnte. 

Quest’approssimazione è più che succiente per il seno 
stesso di i'; ed è necessaria per la determinazione de- 
gli altri seni, i quali, come si è veduto, dipendono e 
da questo e dal coseno di 1'. Gli errori moltiplicandosi 
continuamente nell’esecuzione de’ calcoli, finiscono col 
cadere sulla io", 9’, 8*, ... cifra decimale. 

Non ci siamo altro prefissi che di dare un’ idea della 
maniera con cui hanno potuto essere costruite le tavole 
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trigonometriche. Esistono però ali ri melodi molto più 
spediti, fondati sulle serie, dalle quali si ha io svi- 
luppo del seno c del coseno di uu’argo in funzione di 
quest’ arco. ( Queste serie troveranno una sede oppor- 
tuna nel 4. t. ). Faremo anche conoscere in allora un 
metodo per calcolare il rapporto della circonferenza al 
diametro , rapporto che ha servilo di base ai calcoli 
precedenti. 

gì. Prima osservazione sulla composizione delle ta- 
vole centesimali , e sulla maniera di farne uso. 

Siccome in tutte le applicazioni trigonometriche, i 
calcoli si fanno per logaritmi , è stato giudicato a pro- 
posito di porre nelle tavole i logaritmi dei seni coseni 
tangenti , cc. invece di queste stesse lince. In oltre , i 
loro logaritmi sono siati calcolati , non già nell’ ipotesi 
di r = 1 , ma in quella di r = io'", o di iooooooooooj 
ed eccone la ragione. 

Supponendo r = 1 , ciò che ci darebbe log r = 0 , 
si avrebbero, per i seni ed i coseni, logaritmi nega- 
tivi , poiché queste linee sono sempre più piccole del 
raggio ; lo stesso avverrebbe riguardo alle tangenti degli 
archi minori di 50", e per le cotangenti degli archi mag- 
giori di 5o c . In quanto alle secanti e cosecanti, i loro 
logaritmi sarebbero sempre positivi , perchè si è veduto 
che queste sono sempre maggiori del raggio ; ma que- 
ste ultime due linee sono di un’uso rarissimo. 

Per evitare un’ tale inconveniente, è stato ideato di 
riferire il raggio delle tavole , senza che cessi di essere 
l’unità trigonometrica, ad un’altra unità mollo più pic- 
cola, col supporre il raggio rappresentato da io‘°; es- 
sendo questa nuova unità quella appunto delle tavole 
dei logaritmi ordinari. 

Se ora riguarderemo un qualunque angolo BOA (%• 
5o. ) dal di cui vertice siansi descritti due archi di cer- 
chio a ed a' con i raggi r ed r 1 , e che poi siansi con- 
dotte le normali BP , AT e B'P 1 , A‘ V , avremo evi- 
dentemente la proporzione 

BP J B'P' :: OA ; Osf , O scn a : sen a' :: r : r 1 ; 

ciò che dimostra che i seni del medesimo angolo , cor- 
rispondenti a due raggi differenti , sono proporzionali 
a questi raggi. 
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Lo stesso risultato si avrebbe dalle altre linee trigo- 
nometriche. 

Siegue da ciò , ponendo r = 1 ed r 1 = to' 0 , scn a 1 = 

scn a X io"; o log scn a 1 = log scn a + io , cos a' = 
cos a X io 1 ”; c log cos a' = log cos a -j- io; e così delle 
altre linee. 1 

D’ onde si scorge che , per ottenere i logaritmi delle 
linee trigonometriche , nel caso di r — io‘“, conviene 
aumentare di io unità quelli che sono stati calcolati 
per r = 1. 

Con tal mezzo , veniamo ad essere assicurali , che tutti 
i logaritmi sono positivi , per quanto piccoli siano gli 
archi. Jn fatti, sia, per esempio, l’arco più piccolo 
dell’arco, oi\ Abbiamo trovalo per il suo seno..., 
sen 1' = o, 00015707965, d’ opde log sen 1' = log 16707 , 
963 — 8 = — 3 , 8 o 388 oi. (Si cerchi log 15707, 963 
nelle tovole ordinarie); dunque log sen i' -j- jo = — 
3 , 8 o 588 oi -j- 10 = 4-6, 19611991. Tale è il loga- 
ritmo che si trova nelle tavole centesimali. 

Sarebbe bastato il supporre r= io 4 = 10000 / ma è 
stata preferita l’ipotesi di r= io 10 , perchè i logaritmi 
non sono allora altra cosa che i complementi aritme- 
tici ordinari dei logaritmi calcolati nel caso di r = 1 ; 
ed inoltre ne risultano altri vantaggi notabili nelle ap- 
plicazioni, come avremo luogo di vedere in seguito. 

Seconda osservazione. Le tavole centesimali di 
let, che supponiamo le più addoltate, non racchiu- 
dono , in apparenza , che i seni , tangenti e coseni degli 
archi compresi da i' fino a 5o” ; ma da esse si hanno 
ancora i seni, tangenti e coseni degli archi maggiori, 
come anche le altre tre linee trigonometriche. 

In fatti , per il seno ed il coseno , basta osservare 
che il seno di un’ arco maggiore di 5o” , è eguale al 
coseno del complemento , che è allora più piccolo di 
5o°, e reciprocamente. 

È da ciò che sen 6g° 47 # = cos 5o° 55' 

cos 78° a5' = sen 21° r/5 1 . 

I logaritmi di queste lince sono dunque compresi 
nelle tavole. 
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• r 1 

Siccome abbiamo cot a — , ne risulta 

tang a 

1 . cot a = 2 1 . r — I . tang a = io + io — log tang a, 
c reciprocamente , log tang a = io io — log cot a , 

Ciò posto, debba trovarsi log tang 65 “ 48'; avremo, 
log tang 65 ° 48 '=log cot 54 ° 52 '=io-j-io — log tang 34 ' , 52 '. 
Così, log cot s 3 “ 38 ' = 10 -j- to — log tan 25 ” 58 '. Fi- 
nalmente , log cot 57” 29' = log tang 42' 71'. 

Questi logaritmi possono dunque ottenersi facilmente 
mediante le tavole. Per avere la tangente di un’ arco 
maggiore di 5 o° , si cerchi il logaritmo della tangente 
del complemento ; se ne prenda il complemento arit- 
metico di 10 , e si aggiungano 10 unità al risultato. 
La stessa operazione ha luogo per la cotangente di un 
arco più piccolo di 5 o“, ed il logaritmo della cotan- 
gente di un’ arco maggiore di 5 o° si trova immediata- 
mente 5 desso è il logaritmo della tangente del com- 
plemento. 

In quanto alla secante e cosecante, siccome abbiamo 

r* r* 

scc a = e cosec a = , 

cos o scn a 

ne risulta log sec a = 10 + 10 — log cos a , 

log cosec a = 10 -j- 10 — log sen a. 

Cioè bisogna aggiungere 10 unità, al complemento 
del log cos a , per avere i logaritmi della secante , e 
per aver quelli della cosecante le 10 unità devonsi ag- 
giungere al complemento del log sen a. 

Per mezzo delle addotte spiegazioni potranno i prin- 
cipianti risolvere questi due quesiti , che costituiscono 
l’ uso delle tavole : 

1. Essendo dato uri 1 arco in gradi e minuti , tro- 
vare il logaritmo di una qualunque delle linee trigo- 
nometriche corrispondenti. 

2. Reciprocamente, il logaritmo di queste linee es- 
sendo dato , trovare l’ arco corrispondente in gradi e- 
minuti. 

Applicazione delle Tavole Trigonometriche. 

Abbiamo veduto, in Geometria, che delle sci coso 
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che compongono un triangolo , cioè tre angoli e tre 
lati, essendone date tre qualunque (purché Ira le dato 
vi sia almeno un lato ), si possono ottener sempre gra- 
ficamente le altre tre. Questo stesso quesito è quello 
che ci proponiamo ora di risolvere con il calcolo, co- 
minciando dai triangoli rettangoli. 

Risoluzione dei Triangoli rettangoli. 

La risoluzione di questi triangoli dipende da alcuni 
principii che convien qui dimostrare. 

q 5 . pniMo principio. In qualunque triangolo rettan- 
golo, il raggio delle tavole è al seno di uno degli 
angoli acuti come f ipotenusa è al lato opposto a 
quest’ angolo ; ovvero il raggio delle tavole è al co- 
seno di uno degli angoli acuti , come l’ ipotenusa è 
al lato adiacente a questo angolo. 

In fatti, sia un triangolo BAC ( fìg. 5 i ) rettangolo 
in A. ( I lati opposti ai tre angoli A , B , C , del tri- 
angolo, li chiameremo rcspettivamenle a, b, c; per- 
ciò essendo A I’ angolo retto sarà a l’ ipotenusa ). 

Ciò posto , dal punto B come centro , e con un rag- 
gio BD eguale a quello delle tavole, descriviamo un 
arco di cerchio; e dal punto D, caliamo il seno DB 
dell’ angolo B , che avra BE per coseno. 

Avremo evidentemente le proporzioni 
BD : DE :: BC: CA , o r : sen B a : b ; . . . (i) 

BD : BE BC : BA, o r : cos B :: a : c ; . . . (a) 

che ci dimostrano le due parti del fissato principio. 

E siccome abbiamo B = ioo" — C , ne risulta sen 

B = cos C , e cos B = sen C ; e le due proporzioni 

divengono 

r : cos C : ; a : b 
r : sen C :: a : c , 

le quali si enunciano nel modo stesso , rapporto all’ an- 
golo C. 

N. B. Allorquando si suppone r— 1, le relazioni (1) 
c (2) ci somministrano le eguaglianze 
o = a sen B , c — a cos R ; le (piali si enunciano come 
sicguc: un qualunque lato dell ’ angolo retto è egua- 
le all’ ipotenusa moltiplicata per il seno dell’angolo 
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opposto a questo lato , o per il coseno delt angolo 
adiacente. 

g 4 • secondo principio. I11 qualunque triangolo ret- 
tangolo il raggio delle tavole è alla tangente di uno 
degli angoli acuti , come il lato adiacente a quest' an- 
golo è al lato opposto. 

In fatti conduciamo , dal punto G ( fig. 3 i. ), la tan- 
gente GH dell’ angolo B\ avremo la proporzione BG : 
GII :: BA -. AC , o r : tang B :: c : b , ... ( 5 ) cor- 
rispondente all’ enunciato principio. 

Si avrebbe anche r : tang C " b : c. 


Sia r— 1 ; avremo dalla (5), 6 = c tang B, o tang 
B = - , cioè uno dei lati de IP angolo retto è eguale 


c 

al secondo lato moltiplicato per la tangente dell' an- 
golo opposto al primo lato ; ovvero, con maggior con- 
cisione, la tangente di uno degli angoli è eguale al 
lato opposto diviso per il lato adiacente. 

95. Bastano questi principii per la risoluzione di tutti 
i casi relativi ai triangoli rettangoli. 

PRIMO caso Data V ipotenusa a e F angolo acuto 
B; debba trovarsi l’angolo C ed i lati b , c. 

Abbiamo evidentemente C = ioo° — B , 

Le relazioni poi (1) e (2) ci danno 

T a scn B a cos B 

b = , c = 5 

r r 

d’onde, applicando i logaritmi, 

log b = log a -f- log sen B — 10 , 
log c = log a +■ log cos B — 10. 

Servano di esempio , a = 45 °“ m > 25 ; B = 54 ° 45 ', 
1 ®. Avremo C = 100° — 54 ° 45 ' = 65 ° 65 '. Le 
tavole ordinarie dei logaritmi danno 

log a, o log 45 , 23 = x , 6554266 , 
e le tavole centesimali log sen 34 ° 4 5 ' = 9, 7119024, 

dunque log 45 , 23 + log scn 34 ° 45 ' — 10, o 1 . 6=1.5673290; 
e perciò, 6 = 23 , 298 prossimamente di o, 001. 

2". log a , o log 45 , 23 = 1 , 6554266. 

Abbiamo poi, dalle tavole centesimali, 

Jog cos 54 ° 45 ' = 9 , 9530428 , 

dunque log 45 , 23 + cos 54 ° 45 ' — 10,0 log c= 1, 6884694» 
e perciò, c = 38 , 767. 
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secondo CASO. Dato uno dei lati dell’ angolo retto ; 
per es , 3 ; e l’uno degli angoli, lì ; si cerchi C, a , c, 

Abbiamo primieramente C = 100“ — B. 

Poi le relazioni (1) e ( 3 ) ci danno 

b r b r 

a — , c = ; 

sen B tang B 

d’ onde , applicando i logaritmi 

log a — log A+io — log sen B , 
log c = log 3 +io — log tan B . 

Sia 3 = 23 , 298 , B = 34 ° 45 ' ; d’ onde C = 65 ° 5 5 ', 
1°. Si trova nelle tavole ordinarie, 

log 53 , 298=1, 3675186, 
c nelle tavole centesimali, 

log sen 34 ° 45 ' = 9 , 7119024, 
d’ onde io — log sen 34 ” 45 ' = o , 2880976 , 

dunquel. 25 , 2g8 + 10 — l.sen 34 ° 45 ',o 1 . a= j, 6554 i 6 a, 
e perciò, a — 45 , 228; o 45 , 25 prossimo di o, 01. 
Questo è il valore di a supposta nell’ esempio del pri- 
mo caso. 

2°. Avremo anche qui log 23 , 298 = 1 , 5673186 
Le tavole centesimali ci danno 

log tang 54 “ 45 ' = 9, 7788596; 
d’onde io — log tang 5 i° 45 ' = o, 2211404; 

dunquel. 23,298+10 — I. tang?|i” 45 'o 1 . c= 1, 58845 go, 
e perciò, c = 58 , 7667, o 8, 767 prossimo di o, 
001 , 

Le piccole differenze che esistono fra questi valori di 
a, c, e quelli del primo caso devono ripetersi dalle ta- 
vole che mai danno i valori con rigorosa esattezza, pure 
questi bastano per la pratica. 

N. B. Le espressioni , 

10 — log sen B , 10 — log tang B , 
non sono altra cosa che i complementi aritmetici di log 
sen B , e di log tang B , complementi che possono ot- 
tenersi dai stessi logaritmi a colpo d’ occhio. 

Abbiamo creduto opportuno di sviluppare un’esempio 
per ciascun caso, aflinc di mostrare ai principianti la 
manieradi far uso delle tavole; ma per quelli che sic - 
guono ci contenteremo di stabilirne le formolo. 
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terzo caso. È data V ipotenusa a ed uno dei lati 
deW angolo retto , b ; si cerca li , C, c. 

Avremo primieramente, dalla relazione ( 1 ), 

log sen B = log b + io — log a ; 
Poi C = ìoo" — 1 3 ; 

c finalmente, dalla relazione (a), 

log c = log a + log cos B — io. 

Volendo ottenere c direttamente, essendo dati a, b, 
basta che dalla relazione c’ = al — 6“ , si deduca 
c = y' ( a ’ — b* ) , ovvero c = J/~ ((a + b ) (a — 
h ) ) ; d’ onde , coi logaritmi , 

log c = x(l°g(a + &) + log ( a — b ) ). Quest’ ul- 
tima foratola può almeno usarsi per verificare i calcoli. 

QUARTO caso. Dati i due lati dell’angolo retto, b, 
c ; si cerchi B , C , a. x 

Dal secondo principio abbiamo subito 

log tang B = log b + io — log c. 
Poi sappiamo che C — too° — B. 

Dedurremo dalla relazione (t) log a — log b + io — 
log sen B. 

E la relazione (a) ci darà log a = log c + io — 
log cos B. 

g6. Prima osservazione. Siccome i quesiti relativi 
ai triangoli rettangoli si riducono ai seguenti: due delle 
cinque cose, B, C , a, b , c, essendo date , trovare le 
altre tre ; e siccome 5 quantità combinate 2 a a, o 5 
a 5, danno io combinazioni, come vedremo in seguito, 
sembrerebbe che il nostro quesito generale presentasse 
dieci casi differenti ,• ma analizzandosi si troVa che essi 
si riducono ai soli quattro che abbiamo discusso. 

In fatti , prescindendo dal caso , nel quale sono dati 
gli angoli B , C , poiché , in questo caso , il triangolo 
è indeterminato , perchè esistono infiniti triangoli ( tutti 
simili fra loro) clic risolvono il quesito; gli altri casi 
vengono compresi da due ipotesi principali : dato un 
lato ed un’ angolo , ovvero due lati. 

neuIìA PIUMA ipotesi il Iato dato può essere ipo- 
tenusa , e allora si hanno le due combinazioni | a , B | 
a, C, che si riducono evidentemente all’ espressione 
del primo caso. 

Se il lato è un lato dell’ angolo rette , si hanno le 
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quattro combinazioni 6 , B \ b, C | c , B | c, C , | clic so- 
no comprese dall’ espressione del secondo caso. 

nei.eA seconda ipotesi, uno dei lati dati può es- 
sere 1’ ipotenusa ; e allora si hanno le due combina- 
zioni a , b | a , c ; che si riducono al terzo caso. 

Finalmente, possono esser dati i due lati dell'angolo 
retto , ed allora non abbiamo che una sola combinazio- 
ne, corrispondente al quarto caso, cioè 6 , c. 

97. Seconda osservazione. Riflettendo sopra questi 
stessi quesiti , si scorge che un triangolo rettangolo si 
rende sempre possibile con i dati di ciascuno dei casi 
esaminati nel num. g 5 - fuori che nel terzo. In que- 
sto caso bisogna, affinché il triangolo sia possibile , che 
il lato dell’angolo retto abbia un valore numerico mi- 
nore di quello dell 1 ipotenusa. Avendo luogo il contra- 
rio, l’ impossibilità del triangolo risulterebbe dalla stessa 
costruzione geometrica ; ora lo stesso accade nella riso- 
luzione trigonometrica. 

In fatti , la formola che dà , in questo caso , il valore 
dell’ angolo B essendo 

log sen B = log b -{• 10 — log a , se fosse b > a , ri- 
sulterebbe log b > log a ; d’ onde log b — log a > io; 
e perciò, log sen _# > 10; ciò che è impossibile, poi- 
ché un seno deve esser sempre minore del raggio. 

Negli altri tre casi, si vede facilmente che le formole 
danno dei valori sempre ammissibili. 

In generale le espressioni 
sen a > r, cos a > r , sec a < r, cosec a < r , 
o log sen a > io, log cos a > 10, log sec a < 10, log 
cosec a < 10, sono, in Trigonometria, simboli di assur- 
dità, come sono in Algebra le espressioni y~ — a. 

Questa è un’ osservazione da noi già fatta nel num. 70, 
ove si osservò che le tangenti e, cotangenti non presen- 
tano caratteri simili , perchè queste linee possono pas- 
sare per tutti i stati di grandezza. 

Risoluzione di qualunque triangolo. 

La risoluzione dei triangoli, qualunque siano, si fon- 
da egualmente sopra due principii , de’ quali ecco le di- 
mostrazioni. 

98. primo principio. In qualunque triangolo , i 
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seni degli angoli sono fra loro respetlivamente , come 
i lati opposti a questi angoli. 

Sia ABC ( fig. 3 2 ) un triangolo acutangolo o ottu- 
sangolo in C. 

Dal punto B, si cali la normale BD sul lato oppo- 
posto AC, prolungato , occorrendo. 

Se applicheremo ai due triangoli rettangoli ADB , 
BDC, il principio del num. g3, avremo le due pro- 
porzioni 

r: sen A :: c : BD _ r>r» csenA asenC 

^ • sen C • . a . Jj & ^ j t* i* 

e perciò , sen A : sen C : : a : c. 

Quando l'angolo C è ottuso, allora è l’angolo BCD 
ciac entra nella 2." proporzione; ma siccome ( num. 64 ) 
due angoli, supplemento l’uno dell’ altro, hanno il me- 
desimo seno, ne risulta sen BCD — sen BCA = sen 
C; e la terza proporzione conserva la stessa esistenza. 

Prendendo in considerazione i due angoli A, B, e abas- 
sando dal punto C una perpendicolare sopra AB , si 
troverebbe ancora. 

sen A : sen B :: a : 6. 


Questa proporzione e la 5.* possono così riunirsi, 
sen A : sen B : sen C :: a : b : c, . . (ì) 
ciò che dimostra l’ enunciato principio. 

99. secondo principio. In qualunque triangolo , 
il quadralo di qualunque lato è eguale alla somma 
dei quadrati degli altri due lati , meno il doppio pro- 
dotto di questi due lati per il coseno dell' angolo op- 
posto al primo lato. ( Si suppone il raggio = 1 ). 
Riprendiamo la figura 32 ; avremo ( t. a. $ ’òq. ) 

AB 1 = BC‘ + AC 1 — 2 A C X CD ; 
c‘ = a' + b' — 2 b )( CD; 
ma nel triangolo rettangolo BDC, si ha ( g5 ) CD = 
a cos C ; dunque, sostituendo 

c* = a' + b* — 2 ab X cos C , . . (2). 

Se l’ angolo C fosse ottuso si avrebbe prima 
AB' = BC‘ + AC 1 + 2 AC X CD 
o c' = fl' + {’ + si X CD. 

Ma, il triangolo rettangolo BDC darebbe 
CD = a X cos BCD ; c siccome 
BCD = 200 0 — BCA = 200 0 • — C, ne risulta ( n.° 64 ) 
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cos BCD — •*— cos C ( due angoli supplementi 1’ uno 
dell’altro hanno coseni eguali col segno contrrio ) ; per- 
ciò CD = a X — cos C = — flXcosC; ed in conse- 
guenza, c' = a* + ó‘ — a ai X cos C; d’ onde si vede 
esser vero l’enunciato principio, qualunque sia la natura 
dell’ angolo C. 

Se il raggio fosse diverso dall’ unità , converrebbe ri- 
produrlo nella formola , con la regola, relativa alla omo- 
geneità, e si avrebbe 

c . __ a . a a b X cos C _ 

r ’ 

ma tal relazione verrà da noi presentata quasi sempre 
sotto la prima forma. 

Nel modo stesso che c è espresso in questa formula 

per mezzo di a e di b, si potrebbe cercar b in fun- 

zione di a e di c , o a in funzione di b c di c. Da ciò 
si avrebbero le due relazioni 

• b* = a a -j- c“ — a a c X cos lì , 

a* = b' -J- c* — a b c X cos A. 

Passiamo ora ed esaminare i diversi casi relativi .alla 
risoluzione di. qualunque triangolo, casi che si riducono 
a quattro , benché in apparenza ne vengano presentali 
ao dalia formola delle combinazioni , come vedremo. 

ìoo. primo caso. Dato un lato a, e due angoli A 
c li $ trovare C, b, c. , 

Abbiamo subito per 1’ angolo C> 

! C = 200° — ( A -}- B ). 

Poi, le proporzioni sen A : sen B :: a : b, e 

sen A : sen C a : c, ci danno 

log b = log a + log sen B — log sén A , 

log c = log a -f log sen C — log sen A ; 

queste forinole fanno - conoscete log b , log c , e perciò 
b, e c. 

ìoi. Secondo caso. Dati due lati a, b , e V angolo 
A opposto ad uno di essi , trovare B , C, c. 

Si ottiene prima 1’ angolo B dalla proporzione 

sen A I sen B : : a \ b t 

9 
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clic dà Jog sen B = log scn A- 1~ log b — log o, co» 
nosccndo i due angoli A , li , se ne deduce 

C = 200° — ( A + li ) ; 
poi per determinare c, abbiamo 

log c = log a -f- log sea C — log sen A. 

Discussione. Questo secondo caso offre diverse circo- 
stanze ebe esamineremo per la loro importanza. 

Siccome l’angolo li è qui determinalo dal suo seno, 
ed i due angoli supplementi l’ uno dell’ altro hanno lo 
stesso seno, ne siegueche, log scn li essendo calco- 
lato mediante l’addotta forinola, potrà prendersi per 
il valore corrispondente dell’angolo cercato, o l’angolo 
acuto B che si trova nella tavola, o il suo supple- 
mento 200 ° — B. 

Questi due valori , essendo trasportati nelle formolo 
che danno C, e c , ci daranno egualmente due valori per 
ciascuna di queste grandezze. D’ onde si vede clje il que- 
sito è, in generale, capace di due soluzioni. 

In fatti, la costruzione geometrica dà luogo a due 
triangoli ABC, AB'G ( fig. 33), uno de’ quali è acu- 
tangolo in B, e l’altro ottusangolo in B'. 

Cessa l’indeterminazione quando sia nota la natura 
dell’angolo incognito B; cioè - , se esso è acuto o ottuso. 
Nel primo caso si prende , per valore corrispondente al 
log sen B, l’angolo acuto aella tavola; e nel secondo 
caso, si prende il suo supplemento. 

Vi sono anche due circostanze principali nelle quali 
non si ha che una soluzione. 

1 . Allorquando, essendo l’angolo À adito, è dato a> 3; 
perchè allora , siccome al maggior ' lato dev’ essere op- 

S osto il maggior angolo , è chiaro che deve aversi A > B. 

on potremo dunque prender per B , che 1’ angolo acuto 
delle tavole. 

2 . Quando l’angolo A è ottuso-; perchè, in tal caso, 

B non può essere che un’ angolo acuto. 

Finalmente, vi sono due altre circostanze particolari 
nelle quali il quesito a non è suscettibile che di una 
soluzione , ovvero non ne ammette alcuna , ciò accade 
quando, per il log sen B, 
si trova, log sen B = io, o log sen B > io. 
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Per sapere se ciò può accadere, e quando accada, 
riassumiamo la costruzione geometrica ( fig. 55 ). 

L’ arco di cerchio descritto dal punto C come centro 
che incontra generalmente AX in due punti, potrebbe 
toccar soltanto questa retta. 

In tal caso , i due triangoli ABC , AB'C si riducono 
al solo triangolo rettangolo ADG. Procuriamo di espri- 
mere algebricamente questa condizione. Dobbiamo avere 
evidentemente CB , o a =■-- CD. 

Ma il triangolo rettangolo ADC ci dà •( n. g5 ) * 

r.n — 6 scn A 


Dunque la precedente relazione diviene 

b sen A b sen A 
a — — : o = r. 


Perciò 


1. b -J- 1. sen A — I. 


a 


1. sen B = 1. r == lo. D’on- 


de si vede che si ottiene log sen B = io, allorché si 

suppone fra i dati a, b , A , la relazione a — scn ^ , 

/• 

o , geometricamente , il lato a eguale alla perpendi- 
colare calata dal punto C sopra AX. 

Finalmente, può aversi 


« < 


b sen A 


b sen A ^ 
o > 

a 


e perciò 1. b -(- 1. sen A = 1. a, o I. sen B >• io. 

li questo è il caso in cui l’ arco del cerchio non rag- 
giunge la retta AX ( fig. 53 ) , poiché allora abbiamo 
a < CD. 

ioa. Terzo caso. Dati i due lati , a, b, e t an- 
golo compreso C , trovare A , B , c. 

Non potremo , per questo caso , fare un’ uso imme- 
diato del i° principio, perchè la relazione (i) non esi- 
stendo che fra le parti opposte del triangolo , si avreb- 
bero sempre due incognite in una qualunque delle pro- 
porzioni che essa ci somministra. Tuttavia , questo prin- 
cipio, combinato con la proposizione del n° 86 dà 
luogo ad una formola che fa conoscere nel tempo stesso 
i due angoli A , e B. 

In fatti dalla proporzione sen A : sen B :: a : b\ 

si deduce sen A -j- sen B : sen A — sen B :: a + 

* 
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b : a — b , ma, attesa la proposizione del ir. 8(3, 
abbiamo sen A + sen B : sm A — scn B ;; tang 
T (A + #) : tan B ~(A- B ). 

Dal paragonare Ira loro queste due ultime proporzioni 
otteniamo 

a -f- b : a — b :: tung j ( A + B ) : tang ~ ( A 

Ciò posto, dal F esser dato l’angolo C, c dall’ aversi 
altronde A + B = 200” — C, 

ne risulta j ( A -f- B ) = 100 — ~ C; 

c perciò l’angolo J ( A + B ) ci è cognito, cd abbia- 
mo tang j ( A -j- B ) = cot ~ C. 

Essendoci noti i tre primi termini della proporzione 
precedente, potremo calcolare il quarto, cioè tang 4 
(A — B ), ed in seguito determinare l’arco 4 ( A — 
B ) ; la formola logaritmica è 

1. tang v ( A — B ) = 1. (a — 5 ) + 1. cot ~ C — I. 
( n rf ò ). 

Sia dunque 4 ( A — B) — n , 
rappresentando n un numero di gradi cognito. Siccome 
abbiamo già 

4 ( A + B ) == ioo" — i C, 

otterremo, addizionando , A — ioo° — ~ C-f- n, e colla 
sottrazione, B = ioo” — 4 C — n. 

Conoscendo gli angoli A , B , C, si trova il 5" lato 
c dalla formola 1. c = 1. a -j- 1. sen C — 1. sen A , 

o da questa 1. e = 1. b -J- 1. scn C — 1. scn B. 

io3. Discussione. La costruzione di un triangolo del 
quale sono dati due lati, e 1’ angolo compreso da que- 
sti , è sempre possibile , ed in fatti , la formola princi- 
pale dalla quale dipende , in questo caso , la determi- 
nazione degli angoli A e B, racchiude una tangente 
come incognita ; si sa poi che una tangente può passare 
per tutti i stati di grandezza. 

Consideriamo il caso particolare di a =* b ; la for- 
inola che dà la tang 4 ( A — B ), diviene 
tang 4( A — B ) = o-, d’ onde ~ (A — B ) , o zz — o; 

e da ciò i valori di A e B vengono ridotti ad 

A— ìoo” — 4 C, B — ioo° — ~C, 

E così de?’ essere , perchè il triangolo è isoscele. 
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In quanto al valore di c , abbiamo c = ^ - 

scn A 

ina scn A = sen ( j oo° — |C) = cos 7 C j e ( n. 75 ). 
sen C = a sen ~ G X cos ~ C. - 
Sostituendo questi due valori si trova 
c = a a sen ~ C. 

E ciò appunto viene indicato dalla- figura corrispon- 
‘dente a questo caso particolare. Sia ACB ( fig 54 ) ut> 
triangolo isoscele, cioè: 'BG = AC, o a = 6; ne risulta 
A = B , ed abbassando la perpendicolare CI>, si ha 
DCB = DCA = t G } d’ onde 


A = B = ioo° — ~ C. 


Altronde poi ri triangolo rettangolo ADG dà ( n. g 4 )» 

BD , o-c = BC X sen BCÌ> = a scn ~ G ; 
e perciò , c = 2 a scn ^ C. 

104- Benché il metodo ora esposto,* per risolvere il 
terzo caso, sia semplicissimo, ed ri solo di cui suol farsi 
uso , pure crediamo doverne far conoscere un’ altro con- 
sisterne nel determinar prima il 3 .° lato c in funzione 
dei dati j c poi dedurne gli angoli, perchè questo abi- 
lita i principianti alle trasformazioni trigonometriche 
le quali dovrebbero rendersi loro famigliarissimc. 

La formola del num. gg. dà 

* c = y~~ ( a 3 -j- b* — 2 à b cos C), 


e fa conoscere immediatamente c in funzione dei dati 
a, t, G. Questo valore , nello stato attuale, non si pre- 
sta all’uso de’ logaritmi ; ma potremo sottoporvelo con 
una trasformazione che lo riduca a simboli di molti- 
plicazione, divisione cd estrazione di radice; ovvero se 
questa nuova espressione contenesse ancora il segno -4- 
c — , questi sogni non devono servire che alla riu- 
nione di termini del primo grado. Nella espressione ora 
addotta, la quantità sotto il vincolo radicale racchiu- 
dendo tre termini , deve ridursi ad un minor numera 
di termini . 

A tale oggetto , ricorrendo alla forinola 


sen 3 -:« = i 


cos a 


( num. 7g ) , ne dedurremo 
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cos a — 1 — a sen* 4 a , ovvero sostituendo C ad « , 
cos C = 1 — a sen* ~ C. 

Questo valore, sostituito nella espressione di c, ci dà 

c = y / '[a*+ à* — a b ( 1 — a sen’ 4 C ) ] , 
espressione capace della forma 


c = y~ £(a — b)' + 3 ab sen* 4 C 

c mediante questa trasformazione, abbiamo- già ridotta 
la quantità sotto il vincolo radicale a due soli termini. 

Ora dal moltiplicare il coefficiente del radicale per 
( « — b ), e dal dividere la grandezza sotto il suo vin- 
colo per (a — b )* , otteniamo 


;. c ) , 

che se porremo 4 ab sen^ y C _ lan ^, ^ ^ 

d’ onde si ha lang 9 = a sen r C y a ^ * 


c diviene il valore di c : 


a — b 

O — b ) ( V ( l + tang* 9 ) 


ma si sa (n. 6a) che y~( 1 + tang’ 9 ) = sec 9 = , 

cos 9 

dunque, finalmente, c ss — 

cos 9 

Da ciò si vede che il valore di c si otterrebbe facil- 
mente coi logaritmi, se si conoscesse l’angolo 9. A tal 
effetto osserviamo , che 1’ espressione della tang 9 , sta- 
bilita di sopra , può calcolarsi coi logaritmi, c che ci dà 
log tag 9 = 1. a -{- log sen i G 4- 4 log a + 4 log b — 
log ( a — ò ) ; 

Determinato in tal modo 1 ’ angolo 9 , si trova per c 
log c = log ( a — b ) — Jog cos 9 , 
o piuttosto , log a = log ( a — b ) 4- 10 — log cos 9 
attesoché , non essendo omogenea 1’ espressione 

c = É , diviene tale facendo c = l a — b )r 

cos 9 cos 9 

( Ma nella espressione tang 9 = 2 scn v ^ y' a £ 

o — b 

niente deve cambiarsi perchè è del tutto omogenea ). 
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Osserveremo che per evitare la sottrazione, nella espres- 
sione log c = log (a — b ) — log cos 9 , prevalendoci 
dei complementi , si avrebbe 1’ espressione log c = log. 
(a — b ) + compì, log cos 9, 

che è identica con la formola 

, log o — log (a — b ) -f- io — log cos 9; 
si vede da ciò che operando coi complementi sulla for- 
inola c = a ~T.fi , si trova . senza dover sottrarre io, 
*cos 9 

il medesimo risultato corrispondente all’ espressione resa 
omogenea. 

Cognito che sia il lato c, si ottengono gli angoli A. 
e B con le formole 

log sen A = log sen C -f- log a — log c , 
lug sen B = log sen C -j- log b — log c; 
c se i calcoli di questo metodo sono stati esatti , i tre- 
angoli A, B, C, devono sodisfare alla relazione 

A + B-f C= 200 0 . 

io 5 . N. B. Da tal circostanza prendiamo motivo di 
osservare , che questa ultima relazione non sarebbe ba- 
stante per verificare i calcoli del primo metodo perchè 
gli angoli A c B non vi si tTovano determinati indipen- 
dentemente 1’ uno dall’altro; ma bensì per mezzo delle 
relazioni 

4 (A — B) = «,v(A-)-B) = ioo° — f B ; 

l’ultima delle quali non è allora altra cosa che la re- 
lazione A -j- B -j- C = 200*. 

Di qui è che, quand’anche avesse avuto luogo un 
errore nel determinare n, il quale forma il calcolo prin- 
cipale del metodo, gli angoli A, B, C, non cessereb- 
bero perciò di verificare questa relazione. 

In fatti le due espressioni A — joo° — 7 G -f- n y 
B = 100" — 4 C — n , addizionate, ci danno 

A -J- B n; 200" — C,oA-{-B-j-C = 200' , 
sia n , esatto o inesatto. 

V ediarno ora cosa divenghino le formolo del seconda 
metodo , nel caso particolare di a = b. 

Primieramente, la forinola tang 9 = ? sen ab 

a • — b 
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^ a a scn ~ C 

diviene lang 9 = — ; 

o 

e poiché la tangente è infinita , 9 è un’ angolo retto ; 
dunque 

a — b o 

cos 9 = o , e e, o = 

cos 9 o 

Per interpetrare quest’ultimo risultato , osserv iamo 
che , per poter rendere calcolàbile coi logaritmi il ya- 
lore del numero c , abbiamo dovuto moltiplicare questo 
valore , sopra e sotto , per a — b ; non dobbiamo per- 
ciò restar sorpresi,, se abbiamo c = - , quando poma- 
ti 

mo a = b , d’ onde a — ■ b = o. 

Se si volesse ottenere il vero valore di c converrebbe 
risalire alla espressione 

c = V ((a-i)' + 4 ai sen’ tC), 
la quale diviene, nell’ipotesi di a = b, 

c = V~ ( 4 «* sen’ 7C) = aoseniC, 

valere già trovato con il i° metodo. 

106. Siccome il terzo caso è uno de’ più importanti 
nella risoluzione dei triangoli, ne applicheremo le for- 
inole ad un’ esempio particolare , che verrà successiva- 
mente discusso con i due metodi. 

Sia a — 46” , 49 5 b — 54"-, 53 ; G — 69° a8'. 

Primo metodo. Le formole sono 
1 . tang -j(A — B ) = 1 . (a — 6 ) 4 - 1 * cot ~ G — I. 
( « + b )> , 

1 . c = 1 . sen C + I. a — 1 . sen A. 

Vediamo cosa queste divengano nel caso attuale 
a 4-5 = 80, 07; a — b = 10 , gì ; 

A 4- B = 200° — 69° 28' = i 5 o“ 72' ; f ( A 4- B ) 
= 65 “ 36 ' 

Ciò posto , abitiamo 

log (a — b ) = log io, .91 = 1 , 0378248 
log cot f C = log tang ~ ( A 4 * B ) = 1 . tang 65 ° 56 ' 
= 10, 2182095 

compì log (a 4 b ) — compì log 80, 07 = 8 , o 6 g 53 oa 
Dunque log tang * (A — B) = g, 3 a 5564 ^ 
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( E stata soppressa la diecina del risultalo, perchè 
proveniente dal complemento che è stato preso ). 

Onde { (A — B)=i4° io'; 

ma abbiamo già j ( A -(- B ) == 65 ° oli'; 
dunque A = 79° 46', e B = 5 1“ 26'. 

Non ci resta ora che di determinare c. 

Abbiamo 1 . sen C = l. sen 69’ 28'= 9, q 4 7 3 ì 3 i 
log « = log 45 , 4 Q = 1 , o 5 7 gi 59 
log sen A =^= compì log sen 7 g° 56 = o , 0200079 

onde log c = 1, 6282669; 
e perciò , c = 4 a > 488 = 42 , 4g. 

secondo metodo. Abbiamo dalie lòrmole 
1. tang 9 = 1. a + l. sen-j-C + -f 1. a + ~ 1. b — l.(o — b), 

log c = log ( a — b ) + 10 — log cos 9 
log sen A = log sen C -j- log « — log c 
log sen B = log sen C + log b — log c 

A + B -f- C = 200’. 

Cerchiamo primieramente il valore di 1 . tang 9. 

log 2=o, 6010800 
. log sen 4 C = log sen 54 ° 64' = 9 , 7i4o5i5 
f log a. = ~ log 45 , 49 = o> 8289679 
i log b = i log 54 , 58 = o , 7694120 
compì 1. ( a — b ) = compì 1. 10, 91 = 8, 9621762 

dunque log tang 9 = 10,5766276; 

onde log cot 9 = 20 — log tang 9 — 9 , 4243725. 

Gercando nella tavola I’ arco 
corrispondente, si trova , 9 = 83 ° 47 1 * 

Per calcolare c , abbiamo 1 . ( a — b ) = 1 , 0378248 
compì 1 . cos 9 = compì L. cos 80° 47' = a, 5904983 
dunque • log c = 1 , 6 a 8523 i, 

onde c = 4 » , 493 = 42 , 49 - 

Non ci resta che di determinare A e B. 

l.° log sen G = log sen 69° 28' = 9, q47343i 
log a = log 45 , 49 = 1 , 65 7 9 i 5 q 
compì log c = e. log 42, 49 = 8 , 3717133 
dunque log sen A = 9 , 9769726; 
onde A = 79° 46'. 

2. 0 log sen C = log sen 69° 28 = 9, g 4 7 343 i 
log b = log 34 , 58 = 1 , 538825o 
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compì log c — e. log 4 2 > 49 = 8 , 37171IS 
dunque, log sen 13 = 9 , 8678814, 
onde B = 5 i* z6' 

A-f B + C = 79 45 ' + 5 i ab' + tig° 28' = 199- 99'. 
il risultalo presenta Terrore di 1'. 

Benché il primo metodo sia più semplice del secondo, 
pure qucsio lia .il vantaggio di presentare iminediaia- 
mente un espediente per servire di verificazione. Niente 
però impedisce clic in questo secondo metodo, ci arre- 
stiamo al valore di e, a solo oggetto di verificare i cal- 
coli del primo. 

107. Quarto ed ultimo caso. Dati i tre lati a, b, c, 
determinale gli angoli A , B , C. 

Le tre formolo del 2“.' principio ( num. 99 ) danno 


co 


2 h c 


cos 


- , cos r= a '+ b ’~ c ' 

2 a c 2 a b 


B= 


Ma siccome queste espressioni non sono calcolabili coi 
logaritmi , conviene procurare di trasformarle in altre 
che lo siano. 

Prendiamo in considerazione la prima , 


cos A 


_/>* + c' ■ 


a’ 


2 b c 

aggiungendo 1 ai due membri si ha 

b’ + c * — a ' — ( b 4~ c )* — a* 
2 b c . 2 b c 


1 + cos A = 1 -f- 


fi-j-c + a) (b c — a). 

2 b c , 

Da questa trasformazione già si scorge che il secondo 
membro non racchiude che moltiplicazioni e divisioni 
da effettuarsi. 

Se ora riassumeremo la formola ( num. 78 ) 

cos -j A —Y' ^ 1 C ° S > e porremo, invece 

di 1 + cos A , il suo valore ora trovato , avremo 

a ,, ■■■{{. r, + k + «) (* + c ~ a ) 

cos - A = y ( — — 

\ ih b c 
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Poniamo, per maggior semplicità, 
a -f- b -j- c == 2 p ; onde b -j- c — 

otterremo cos { A =p / ~ f a P ( 2 P 

V kbc 


i3g 


a = 2 p — a a j 

JLiLi); 


o, riducendo, cos -j A 


rC 


P (p — « ) 


Dalla stessa operazione effettuata sul 


b c 


)• 


co.b='!L+£=£. 
2 a c 

si avrebbe 


e sopra il cos C = q • c * 

a ab 


cos 


tB= y-^L P-rr* } C os 4 c = ^ p (p-^ 


Questi tre risultati , che fanno conoscere gli angoli A, 
B, C, mediante i coseni delle loro metà, sono calcola- 
bili con i logaritmi. In fatti si deduce dal primo. 

logcosiA = (l. / >+ 1. (p— a) — 1. i — J.c), o, 
impiegando i complementi aritmetici, 


log cos i A ;= v O'P + I.(p — a) + e. 1. 6 -f c. 1. c), 

N. B. Benché siansi qui presi due, complementi , pure 
si ottiene quel vero valore di log cos ^ A che corri- 
sponde ad r = io’ 0 , che trovasi nella tavola» 


In fatti-, 


per rendere cos -£• A = 



C p — n A 
b c / 


omogeneo, si deve moltiplicare la quantità sotto il vin- 
colo per e da ciò si avrà 


cos-^ A = y ( pjp- a ) r ' \. 

\ b c s 

onde, applicando i logaritmi, 

1. cosi A==i ( I .p + 1. (/t— a )+ io — 1. b+ io — 1. c), 
risultato identico con il precedente. 

Siccome gli angoli A, B, C, sono determinati indi- 
pendentemente gli uni dagli altri, ne sieguc che può 
farsi uso della relazione A + B -j- G = 200 °, per la 
verificazione dei calcoli. 
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io8. Discussione. Riprendiamo la forinola 
cos 4 A ( P (P — « 2 ) , ed osserviamo che 

l’angolo ~ A, calcolalo per mezzo del suo coseno, di- 
pende nella sua determinazione da due condizioni: 

1. La quantità sotto il radicale dev’essere positiva : 

2. Questa stessa quantità dev’ essere minore della u- 
nltà , essendosi supposto r = 1. 

Ed. è perciò che dobbiamo avere 

/>(/> — -P (P— a l < i. 

b c b c 

La prima si riduce a 

p — a > o , o , ? b + - C >a,o infine , b + c > a. 
La seconda diviene 


( ci+b+c _ a ^ <bC}0} ( a+ b+c) (b+c—a) 

<45c, o, ( b+ c )* — o* < 4 b c, o, (6— c TjO »*i 
condizione che si decompone in due altre cioè. b—c<a, 
onde b < a + e, se si ha b > e, e c- b < «, onde 

c a 4- b, se si ha c > b. 

Dunque, affinchè il triangolo sia possibile, bisogna 
che si Ha<b + c,b<a + c,c<a + b, eoe uno 
de’ lati minore della somma degli altri due; risultato 
conforme a quello ottenuto in geometria ( t. 2. A a 7; ). 
109. Ricerche di alcune altre forinole per la riso 

luzione del 4-° caso. 


£• + c‘ — a' 

cos A = -, 

2 b c 


1. Dalla formolo 
si deduce ancora 

b'+c 1 — a , 2 Zi c — b' — c’+n* a U J c ) 

J — cosA= 1 — : * 7 — /. c 

2 b c 2 b c _ 1 d c 

ma « 5 _ ( b — c)' si riduce a (a + 6 — c)(a — Z>+c); 

, ( a + Zi — c ) ( a— b+c ) 

dunque 1 — cos A — — 
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i 4 i 

Se ora nella espressione sen { A = 
trovata ( n. 75. ), porremo il valore *di 1 — cos A , 

1 a ( a -j - b — c ) ( a — i-j-c) \ 

otterremo sen ~ A = y[ à - ) 

\ 4 b c ' 

Fatto ora .a -f* i + c = 3 p , 

onde a -f* b — c = 3 jp — ac, 

a + c — b => 2 p — troveremo, effettuate le ridu- 
zioni , sen A = ^ ^ ^ 

Questa formola che dà 1 ’ angolo A mediante il seno 
della sua metà, è semplice come quella ciré dà il va- 
lore del cos 7 A, ed ha il vantaggio di essere più sim- 
metrica. Tuttavia abbiamo preferito di far conoscere 
avanti quella del coseno della metà di A, perchè si de- 
duce più semplicemente dal valore del cos A, ed è an- 
che più comoda nella sua discussione. 

Si otterrebbe similmente 

sen sen{C^sj((P - a KP Z±X 

a. Dalla divisione di 

sen i A=v(i£=|^=i))per cosf A==v(fc^) , 

ne risulta scn j A o tang f A = V (^ h) , 

cos ìà 8 ' P {p—<* ) ' 

e questa nuova formola può essere egualmente impie- 
gata con vantaggio. 

3 . Finalmente dalli stessi valori di 

sen ; A c cos ~ A , si deduce 

a sen I A c os, A = ar( ^> 

o , simplificando , e osservando che ( num. 73. ) 
sen A = a sen 7 A cos r A, 

sen A = 3 ^~ f P (/> — *) (p — b ì (P — C )J 

b c 
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risultato che si otterrebbe ancora dalla relazione seti 
A = V ( 1 — cos a A ) , sostituendo al cos A il suo 

ò* “I” C* * fl 1 a , 

valore 1 ( Potranno i studenti effettuar 

a b c 
questo calcolo). 

Quest’ ultima formola è assai meno semplice delle pre- 
cedenti le quali non esigono che 1’ uso di quattro lo- 
garitmi, mentre da questa ne vengono richiesti sette. 

no. Tuttavia questa ci conduce ad una conseguenza, 
che qui addurremo per la sua singolarità , e perchè do- 
vremo prevalercene in varie circostanze. 

Dobbiamo però premettere la risoluzione del seguente 
problema : dati i tre lati di un triangolo ABC (fig. 36), 
determinare V espressione della sua superficie 

sur' BC X AD <z X y i. <■ 

Alio = = — , per mezzo di y iun- 

zione dei suoi tre lati a, b, c. 

1 due triangoli rettangoli ADB , ADG, ci danno 

y + *’ = c*, (i) 

. y + {a — *)* = ò a (a). 


Questa seconda equazione si conserva la stessa se si 
pone - a; — a invece di a — x. 

Sottraendo 1’ equazione ( 2 ) dall’ equazione ( 1 ) ab- 
biamo 

— a' -j- 2 a x = c* — b' ; onde x = H..T^ c . 

a a 

Da questo valore di a: sostituito nella equazione ( 1 ), 

si ha y = p* — ( ° c ~ j d’onde 
n 2 a s 

y — l a Vi 4 a' c’ — ( a' + c* — b' )' ]. 

( Dalla natura del quesito non deve risultare che un 
valore assoluto di y , e perciò non ha luogo il doppio 
segno avanti il radicale ). 

Finalmente, questo valore disposto nella espressione 
primitiva del triangolo ABC, ed indicando con S la sua 
superfìcie, a riduzioni effettuate, si ottiene 

S=^[4a* c*-(a’ + c*-ò*);]...(3). 
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La quantità sotto il vincolo essendo la differenza di 
due quadrati , può decomporsi in 

( 2 a c + a’ + c* — b° ) ( a a c — a* — c* + b' )- Ma 
ciascuno di questi due fattori è aDch’ esso la differenza 
dei due quadrati 

C a “I" c )' — b' ei* — ( a — c )*. 

La prima si decompone in (a-j-c-f-d)(a- {- c — b ); 
e la seconda in ( d + a — c )(b~r-a + c\ 

Dunque 

+ i + i)(A -f a — c) 

(6 a -f c ) ]; E se, per maggior semplicità si faccia 

a-j-b-f-c= 3 p, 
onde a -f- 6 — c = a /> — a c , 

a -j-c — 4 = a/? — a b , 

«-{- c — b = a p — aa, 

diverrà S = £ y ( 2 p ( 2 p _ 2 a ) (a/7— ai) (3/7 
— a c ) ) , e , a riduzione effettuata , avremo 

S = V'(P(P — <*) ip — b) (p — c ) ), 
cioè la superficie numerica di un triangolo di cui sono 
noti i tre lati si ottiene dalla estrazione della radice 
quadrata dal prodotto di quattro fattori , il primo dei 
quali è la semisomma dei tre lati , e gli altri tre sono 
costituiti delle tre differenze respettive fra la semisom * 
ma e ciascuno dei tre differenti lati. 

Premessa la risoluzione del proposto problema, riassu- 
miamo la discussione della nostra forinola 

sen A = 2 V' ÌP(P~~ «) (/> — *) C P—c ) ~| 

./ ■ • d e ' ’ 

la quale, dal sostituire nel secondo membro il valore 
S , ‘ ci dà 

2 S 

sen A = -g-^- , onde si deduce . S = i b c sen A ; 

cioè , che la superficie di un triangolo è eguale alla 
meta del prodotto dei due lati e del seno dell ’ angolo 
compreso fra questi due lati. 

E ciò può verificarsi facilmente mediante la figura 
( 5 a) , che ci d£ ABC = £ AC-X BD = £ b X BD ; ma il 
triangolo rettangolo ABD dà ( n. 22 ) BD == c si n A ; 
dunque ABC = £ b X c seu A = £ b c sen A. 


Digitized by Google 



144 

ni. Siamo ora al caso di poter risolvere il quesito 
del numero 60 che ha servito d’ introduzione alla tri- 
gonometria. 

Dovea calcolarsi l’altezza CD ( fig. 54 ) del trian- 
golo ABC, conoscendo la base AB = c, e gli angoli adia- 
centi A e B- 

Abbiamo primieramente C = 200° — ( A -f- B ), 
d’ onde sen G = sen ( A + B ) ; poi , il principio del 
num. 97 , ci dà 

sen C I sen B :: c ; b , d’ onde b = f. scn .-^ — . 

’ sen ( A + B ) 

Finalmente, si deduce dal triangolo rettangolo A DC, 
DC — b sen A ; dunque finalmente 

c sen A sen B 

sen ( A + B ) ’ 

risultato calcolabile coi logaritmi. 

Vogliamo ora calcolare la superficie del nostro trian- 
golo, per mezzo di questi stessi dati? Avremo 
S = ; c X CD; o, ponendo per DC il suo valore, 

q , v c* sen A sen B 

" r T X ‘sen ('A + B )* 

ita. Questo risultato si confronti con i due precedenti 

S = V(P (p — « ) (p — b ) 

S a= ~ b c sen A. 


E vedremo che; il primo ci dà la superficie del tri- 
angolo , in funzione di un lato e di due angoli qua- 
lunque ; il secondo , in funzione dei tre lati ; il terzo 
in funzione dei due lati a dell' angolo compreso. 

Altro durique non ci resta , per avere la superficie 
del triangolo, espressa per mezzo dei dati di ciascun 
caso relativo alla risoluzione dei triangoli , che di tro- 
vare questa superficie in funzione dei due lati e del- 
V angolo opposto ad uno di essi. 

Siano dati per esempio, i lati a } b , e l’angolo A. 
Abbiamo subito 

ABC , o S = ~ c X CD = f c X b sen A. 


Ma la relazione «’ = h' c* — ab c cos A , può porsi 
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sotto la forma c* — 2 b cos A X c = a' — b\ 
equazione che risoluta , rapporto a c , ci dà 
c = b cos A ir Y~ ( b * cos* A + a' — b* ) = b cos A 
+2 o* — b % sen* A ). 

Sostituendo questo valore nell’espressione di S , si ottiene 

S = f b sen A ( b cos A ^ V~ ( «* — b* sen* A ). 

Ma questa formola non è immediatamente calcolabile 
coi logaritmi , come le altre , nè ci occuperemo a ren- 
derla tale, Abbiamo poi per S due valori , perchè in fatti, 
si è veduto ( num. 101 ) che esistono in generale due 
triangoli che hanno per dati a , b ed A ( fig. 54 )• 

Ad oggetto che questi valori siano reali , bisogna che 

. , . . . ^ b sen A 

sia a > b sen A , o piuttosto, a > ripro- 

r 

ducendo il raggio, cioè GB, o CB' > della perpendi- 
colare BD. 

ii3. A quanto precede vada annesso uno specchio di 
tutte le forinole relative alla risoluzione dei triangoli 
tanto rettangoli, che obliquangoli. 








10 
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SPECCHIO 


DELLE foRMole relative alea risoluzione dei 
TRIANGOLI, CON e’ INDICAZIONE DB’ NUMERI D’ONDE 
SONO DEDOTTE. 




TRIANGOLI RETTANGOLI. 

dati... trovare , j C= 10O” E 

a, B... C, b,c ] I. b = 1. « + J* sen & — ,0 > 

( 1. C = 1. a + 1. cos B — io 

! C= ioo°— 

1. a = 1. b + - »• 

1. c = 1. b + io — l.tang B. 

I. sen B = 1. b -f- io — 1. «, 

C— ioo" — B , 

1. c = 1. o + 1- cos B — io, 
o 1. c = -j [l.(a+ó)-|-l.(a — b) j 


( I. tang 7? = 1. 6 + io — I. c, 

C= ioo° — B, 

J. a = 1. b + lò — 1. sen B. 


(fn) 

a , b. . . B , C , c 


TRIANGOLI QUALUNQUE. 

(100) ( C = 200 “ — ( A + B ) , 

a,A,B...C,b,c I ^ j, fl _(_ 1. sen B — 1. sen A , 

| 1, c 1. a 1. se a C — 1. sen A % 

(101) i 1. sen B— J. sen A-\-\. sen b — l.a, 

a,b,A...B,C t c 1 C=noo°—(A+B), 

( ]. c = 1. a+ I.scn iC — l.scn^/ 

(Questo secondo caso ammette, in generale, due soluzioni) 
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PRIMO METODO. 


dati. . . trovare f 1(^ + 5) = 100° — '~C=m, 
1. lang \{A — B) — i.(a — b) 
(ioo) 1 + 1. cot-jC — l.(a-J-A) 

,b,C... 4, B,c \ i(d+B)=mì dunque 

> m-\-n „ m—rt 

1. c — 1. a + 1. sen C — 1. sen A 


SECONDO METODO . 


Casi stessi 
(104) 

, b, C 


1 1. tang $ = 1. a + 1. sen i C+ i J. a 
+ 4 - 1.6 — 1 . (« — b), 
1. c = I.(<z — 6 )+compl. J.cos 9 , 
l.sen A — 1 . sen C-f 1. a — 1. c , 

1 . sen B == 1 . sen C + 1 . b — l. c; 
verificazione, A -f- È + C= aoo 


( ,0 9) 

»b ,c , . % , lì j C < 


1. sen A — -4 [1. (p — 6 )+l.(p — c) 
+ c. J. b -f- c. 1. c [, 
1 . sen f B = ± [ 1 . (p— a)- j- l.(p-c) 

+ c. 1 . a -f- c. 1 . c ], 
1 . sen C = 4 [j.(^_a) + l.( jP _ó) 
+ c. 1 . a -j- c. 1 . b ] ; 
verificazione , A + B + C= aoo ' . 


(to 7 ) 

ovvero 


1. cos ìA=ì[Lp + J. (p — a) 
+ c. 1. b -f- c. 1. c 1, 

1. cos. v^ = r[l.p+l. (p— b) 
+ c. 1. a + c. 1. cl, 

1. cos ì (p — c y~~ 

+ c. 1. a + c. 1. b ], 

A + B -f- C= aoo 0 . 

* 
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n4. Osservazione sulle forinole relative alla risolu- 
zione dei triangoli. Riprendiamo le tre forinole del nu- 
mero gg. 

a' = b* -f- c* — 2 b c cos A , i 

b' — a' -j- c’ — a a c cos B , > (i) 

c’ = a’ + b' — 'lab cos C , j 

ed osserviamo che , racchiudendosi in queste le sei quan- 

tità a, b , c. A, B, G , potranno, in generale, deter- 
minarsene tre qualunque, cognite le altre tre, mediante 
Je addotte relazioni. La risoluzione di tutti i casi rela- 
tivi ai triangoli qualunque, è dunque compresa in que- 
ste formole ; e se , nei due primi casi , si addotta il 
primo principio , ciò proviene dalla maggior comodità 
per il calcolo che si rinviene nelle formole che vi hanno 
rapporto. 

Altronde poi , si scorge facilmente che queste ulti- 
me formole si trovano implicitamente contenute nelle 

si deduce dalla prima, 


precedenti. 

In fatti , 


cos A = 


_ b' + c’ 


a b c 


sen A = i — cos’ A 


d’ onde 


T/ -/4 b' c ’ — ( ò’-f-c’ — a’)* 


4 b' c* 




o , effettuando i calcoli e riducendo. 


sen A sa JLj/'C Jo’i'+sa' c* -+• 2 b' 
itbc 

Dividendo i membri di questa eguaglianza per a , si ha 

sen A — 1 _ |^(2 o’ b' + 2 a 1 c* +2 b • c' — a 4 — 6* — </'), 
a : iabc 

eguaglianza che presenta il secondo membro simetrico 
in a , b , c ; d’ onde siegue che , rappresentando con k 
questo secondo membro, si troverebbe egualmente, cam- 
biando A in B , cd a in b , b in a poi A in G e a 
in c, c in a , 

^ = 1 e = dunque 

b c 
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se» A sen B sen G . „ n , 

■ - = = , o sen A: scn J3; sen C:: a: b: c. 

a 6 c 

i i5. Per far risaltare ancor più tutta la generalità delle 
{orinole (t) proponiamoci di determinare i lati a,b,c , 
conoscendo gli angoli A, B, C. 

boi scorgiamo facilmente, anche da quanto si è os- 
servato in Geometria ( t. a $ j5), die il quesito è indeter- 
minato , ma che i lati a , b ,. c , sono proporzionali 
ai seni degli angoli opposti. 

Addizioniamo prima queste formole membro con mem- 
bro , avremo 

a ! t i' = a* + b* -f- 2 c* — a bc cos A — 2 ac cos B, 

a' -f* c* = o’ + c* -f- a b’ — a bc cos A — a ab cos C, 

b* -j- c* = b % -j- e* + 2 o’ — 2 ac cos B — 2 ab cos C, 

equazioni che possono sostituirsi alle precedenti. 

Ora, dalP effettuare la riduzione, e dal sopprimere 
Fespettivamente i fattori 2 c , a b , 2 a, queste equa- 
zioni diverranno 

o = c — b cos A — a cos B , 

o=6 — c cos A — a cos C y 

o = a — c cos B — b cos C. 

In questi risultati r alle incognite a , b , c , che non 
sono che al primo grado , sostituiremo x , y , z ; onde 
poste così in evidenza le incognite , possino i nostri ri- 
sultati paragonarsi più facilmente con le equazioni di 
primo grado a tré incognito. 

Avremo da ciò } ordinando y 

cos B. x + cos A. y — * ì. z — o \ 

cos C. * — i. y -j- cos A. z = o >.. . (ì) 

1 . x — cos G. y — cos B . z = o ) 

equazioni che , paragonate con le forinole 

ax~i~by-l~cz = d, 
a 1 x - {- b'y -j- c'z = d 1 , 
a"x -f- b"y + c"z = d", 
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danno d = o , tP = o , d"= o, 

poi « = cos B , b = cos A , c = — t i 

a' = cos C , b‘ = — 1 , c'= cos A 

a " — i j ò"= . — cos C,c"= — cos B. 

Ma si è veduto (Complemento all’ Alg. § 180 ) che- 
allorquando si suppongono nulle unitameme le quan- 
tità d , d' , d" , le espressioni di * , y , z , sono nulle y 

o della formola - , secondo che il denominatore 
o 

ab'c" — cic'b" + ca'b" — ba'c" + be' a" — cb'a 1 ' 
è diverso da u, ovvero eguale a o. 

Ciò posto , nella attuai circostanza , questo denomi- 
natore è nullo. 

In fatti , se vi sostituiremo , invece di a , b y c y 
a' , b' ... i valori corrispondenti poc’ anzi trovati , ve- 
dremo che questo denominatore si riduce a 

cos’ B -+• a cos A cos B cos C -f- cos* A cos’ G. — 1 

ma A + B + C = 2oo° dà B -|r G = aoo“ — A y 

d’ onde cos ( B -f- C ) = — cos A , 

o , sviluppando cos ( B -j- C ) con la formola cognita 
cos B cos G — sen B sen G = — cos A , 

ovvero ancora , cos B cos C -f- cos A = sen B sen G, 

Innalzando i due membri al quadrato y e sostituendo 
sen* B c sen’ C ai loro valori t — cos’ B , 1 — cos’ G, 
otterremo 

cos’Bco:>*G=2cosBcosCcosA-J- cos’A— ( 1 — cos’B)( 1 — cos’C); 

o , effettuando i calcoli e riducendo , 

cos’ A-f-cos° B -J- cos’ C + a cos A cos B cos C — 1=0. 

Si vede dunque che il denominatore sopra addotto,, 
è nullo , e che perciò , x , y , z , ovvero a , b , c , 

sono della forma -• Dunque il quesito è indetennina- 
0 

to. Ma si possono, come è stato avvertilo nel comple- 
mento all’ Alg. (180) determinare i rapporti di queste 
incognite in funzioni delle quantità A , B , C. 
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Le equazioni la) pos uno porsi sullo la forma 

cos B . - -}- cos A . = 1 , 

z z 


COS C. * 1 .^=: COS A, 

z z 

i . * — cos C . = -j- cos B. , 

z z 

» 

Moltiplichiamo la seconda di queste equazioni per cos 
A, ed aggiungiamo la prima alla «seconda cosi molti- 
plicala ; ed avremo 


( cos B -f- cos A cos C ) _ = 1 — cos’ A ; 

z 


onde 


x 

z 


cos.' 


cos B + cos A cos C 
j — cos* A = sen* A , e cos ( A ■+• C ) = — cos BJ 
onde cos A cos C — sen A sen C. = — cos B , 

ovvero , cos B -f- cos A cos G = sen A sen C ; 

x sei»’ A sen A . 

z 
a 
e 
b 
c 


dunque finalmente , 


cioè 


Cosi si troverebbe 


sen A sen C 
sen A 
sen C 
sen B . 
seti Li 


sen C 


e si riprodurrebbe il principio, del num. 98. 


§. VII. Applicazioni dèlia Trigonometria per rilevare 

i piani. 


116. Primo esempio. Si cerca V altezza di una torre 
AB , al di cui piede uno può approssimarsi . 

Si incomincia dal misurare sopra iL terreno , supposto 
al livello, ossia perpendicolare ad AB (fig- $7 ), una 
base AD che non sia nè troppo grande nè troppo pic- 
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cola rapporto all* altezza cercata ; poi con un’istromento 
( per esempio un grafòmetro ) situato nel punto D , si 
misura 1’ angolo ÈCB che forma 1’ orizontale EC coti 
il raggio visuale diretto dal punto C alla sommità della 
torre. 

In tal modo , nei triangolo rettangolo BEC , cono- 
sciamo , 1’ uno dei lati delt angolo retto EC, e f uno, 
degli angoli acuti ECB , e cosi ( n. g5 ) possiamo, 
determinare BE con la formola 

log BE = log EC + log tang ECB — io. 

Conoscendo BE , bisogna , per avere la vera altezza 
dell’edificio, aggiungere a BE 1’ altezza CD dell’ istro- 
inento. 

117 . Secondo esempio. Determinare la distanza AB, 
da un punto A, ove uno è situato ad un'oggetto B. 
visibile ma inaccessibile , atteso un fiume. 

Si misura prima sul terreno una base AG ( f. 38 ), 
tale che dalle sue due estremità dirigendo i raggi vi- 
suali AB , e CB , gli angoli BAC, ACÈ , non differiscano 
che poco da 5o°. Dopo aver misurato questi angoli, si ri-, 
solve il triangolo ABC nel quale ?i conosce un lato e 
due angoli; e si ottiene 

log AB = log AG -j- log sen ACB — log sen ABC;. 

Osservazione. Se, nel primo esempio , si supponesse 
visibile , ma inacessibile , la base dell’ edificio , si de-, 
terminerebbe AD , o EC ( fig. 3y ) , come nel secondo 
esempio , e così verrebbe ridotto il quesi,to al caso della 
base accessibile . 

J 18 . Terzo esempio. Si domanda la distanza di due 
oggetti visibili ma inaccessibili , perchè separati da 
un fiume. 

Dopo aver misurata una base AB ( fig. 3q ) che noi* 
sia nè troppo grande nè troppo piccola rapporto a CD, 
si diriggono, mediante un’ isironiento , i raggi visuali AC, 
AD , c BC , BD; poi si misurano gli angoli CAB, DA B* 
e DBA, CBA. 

Si calcolerà poi, come nel precedente esempio , il lato 
AC del triangolo ABC e il lato AD del triangolo ABD, 

I ioichè si conosce , in ciascuno di questi triangoli , un 
alo AB e gli angoli adjaccnti. 


Digilized by Google 


i55 

Inoltre abbiamo CAD = CAB — DAR ; perciò nel 
triangolo CAD , si conosceranno i due lati CA , AD , e 
l’ angolo compreso CAD; e così saremo a portata di po- 
ter calcolare il 3 lato CD , mediante i due metodi re- 
lativi al 3 caso di un qualunque triangolo. 

Senza più arrestarci sulle applicazioni di tal natura ; 
termineremo con un quesito importante , che ci presen- 
terà una nuova opportunità di applicare gualche forinola 
trigonometrica . 

119. Qoartq esempio. Tre punti A, B, C, ( fig. 
4o ) essendo dati sopra la carta di un paese , si pro- 
pone di determinare la posizione di un quarto punto 
Ad , dal quale siansi misurati gli angoli AMC , CMB , 
( I quattro, punti sono supposti sopra uno slc.ssq piano ) 

Chiamiamo 0 , b , c , i tre lati del triangolo ABC x 
e poniamo che siano gli angoli dati- 


AMC - a , CMB = /? 

1 . Poiché i tre punti A, B , C, sono dati di posi- 
zione , si conoscono le grandezze di a, b > c ; porrema 
quindi ottenere , mediante una delle forinole relative al 
4° caso della risoluzione de’ triangoli , il valore dell’an- 
golo ACB , che indicheremo con C. 

a. Sono noti , per ipotesi , gli angoli AMC — * , 
CMB = (3 e perciò la loro somma AMB , o a + (3. Ma 
n,el quadrilatero AMBO , la somma degli angoli è eguale 
a 4o°’, 


Dunque MAC -J- MBC = 4°o° — ( G — f- or — f-- ^ ) > 

ij » MAB -J- MBC 0 C 4- k /3 

d onde -, — , — 1 = aoo° — ^ ’ 1 -£ 

2 2 » 

0 conosceremo la semisomma degli angoli MAC , MBC. 

3. Per avere la loro differenza, rappresentiamo MAC 
con x , ed MBC con y ; i due triangoli AMC , CMB y 
danno ( “■ 98 )• 


MC : AC ; : sen x : sen al 
MC : CB : : seny : sen /3 J 


sen a sen /3 


dunque 


sen x 
seny 


a sen a a 

b sen (3 b‘ 
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( ponendo e calcolando 


sen * 


Da questa equazione , a due incognite y si deduco 

sen x -+- sen y a -J- b‘ 

sen x — sen y a — b' 

»« • . i . / ,„„xsen j + seny tangf(x4-y) 

Ma si e veduto (1KIO2) ! tL. = 0 1 1 J ' 

sen x sen y tang 7 (x — y) 

Dunque a + b ‘ = ^ng i(x+y} 

a — b‘ tang J ( x — y ) 

forinola che farà conoscere tang 7 ( * — y ) quando 
si sarà ottenuto il valore di b‘ mediante la relazio— 

ne b! = — scn È , che dà 
sen x 


log b' =. log b -f- log sen /3 — log sen a. 

Sia ora 7 ( x -f. y ) = 300” — P ? =? rn, 

» 

r(* — y ) = »> 

ne risulterà x = m + «, ed y = m — n. 

4 Conoscendo i due angoli MAC, MBC, potranno, 
calcolarsi le linee AM , GM , BM , poiché in ciascuno 
de’ triangoli AMG , CMB , si conosce un lato e due 
angoli . 

ìao. Osservazione generai^. Kclla risoluzione di 
Geometria con 1 ’ a juto dell’ Algebra , devono. , in gene- 
rale , preferirsi i risultati del calcolo numerico alle co- 
struzioni geometriche , il magiore o minor grado di 
esattezza dipende dal grado di perfezione degli istromen- 
ti , e dalla destrezza dell’ Operatore, mentre che il cal- 
colo non riconosce altri limiti che quelli che gli vo- 
gliamo assegnare. Pure le tavole trigonometriche impie- 
gate con i soli principii qui esposti , non danno sempre 
quel grado di esattezza che si vorrebbe ottenere. Esi- 
stono però de’ mezzi per aumentare questa precisione ; 
e questi si trovano sviluppati iu tutte le tavole , delle 
quali si suole far’ uso. 
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Trigonometria Sferica. 

Benché questo ramo di matematiche non presenti 
quella immediata utilità per la pratica che ci siamo 
proposti in questo terzo volume , pure troverà qui una 
sede opportuna, avuto riguardo all’ordine delle mate- 
rie del nostro Corso , e alla stretta analogia delle suo 
formole pon quelle della Trigonometria rettilinea; ana- 
logia che ne facilita l’intelligenza, e fa che i princi- 
pianti , attesi i respettivi confronti possano fissare sì le 
une che le altre in un modo assai più sensibile e per- 
manente, 

§. 1. Proprietà principali dei triangoli sferici. 

lai. Lo spazio racchiuso nella superficie di una 
sfera dall' incontro di tre circoli massimi si chiama 
triangolo sferico. 

Sia ABC un triangolo sferico ( fig. 4* ) descritto sulla 
sfera che ha il Centro in 0. 1 suoi tre lati, AB, AC, 
BG, essendo tre archi di circoli massimi compresi fra 
i tre punti d’incontro, potranno calcolarsi per mezzo, 
delle loro linee trigonometriche , seno , coseno , tan~ 
gente , ec ; e verranno indicati con a , b , c , secondo 
la loro rispettiva opposizione ai tre angoli A , B , G , 
formati dalle scambievoli inclinazioni dei lati o piani 
degli archi. 

Fissato che sia , che la soluzione del problema ge- 
nerico, della trigonometria sferica consista nel determi- 
nare tre dei sei elementi di un triangolo sferico me- 
diante la cognizione degli altri tre ; potremo da tre 
equazioni a tre incognite dedurne altre che coniengauo 
quattro delle sei quantità a, b , c, A, B, C, cioè tre 
cognite cd una incognita. 

i33. A tale oggetto, proponiamoci primieramente di 
determinare una relazione fra a, b, c ed A, cioè fra 
li tre lati ed uno degli angoli A, B, C, per esempio A, 

Riprendiamo il triangolo sferico ABC; e dal punto 
A guidiamo le AD, AE tangenti agli archi AG, AB, 
e perciò perpendicolari al raggio OA. 
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Finalmente dal centro 0 sì conducano i raggi OB , 
OC, prolungati tino al 1 * incontro delle due tangenti nei 
punti D e L. 

L’ angolo DAE, formato dalle tangenti AD, AE V si- 
tuate nei piani dei respettivi archi AC, AB, e normali 
alla loro sezione comune OA ( t. a. $ 83 ) è la misura, 
dell’ angolo sfèrico A. 

Posto ciò, incominciamo dal dedurre dai triangoli piar 
ni ODE , ADE , ( num. 99 ) 

DE* = OD 1 + OE* — a OD xOE. cos a . . . C DDE = a) ; 

DE* = AD* -f- AE* = 2 ADx AE. cos. A ; 

d’ onde sottraendo , ed osservando che dai triangoli ret- 
tangoli OAD., OAE si ha 

OD* — AD* = OA* = x , OE* X — AE* = OA* *= 
otterremo dividendo per 2 , 

o = 1 — r OD X OE. cos a -f» AD X AE. gos A ; 

Ora, per rendere le rette OD, OE, AD, AE funzioni* 
dei lati b , c, osserviamo che 

OD = scc b = — - — , OE = sec c — — - — , 
cos. b. cos c 

AD = tang b = , AE = tang c — 

cos b cos c 

Dunque, sostituendo, e togliendo il denominatore cos. 
b cos c , avremo finalmente 

cos a = cos b cos c -f- sen b sen c cos A . . .. (1); 

relazione che dà il valore del lato a in funzione degli 
altri due lati b, c, e dell’ angolo opposto A. 

Da operazioni analoghe risultano le altre due relazioni. 


cos b = cos a cos c -f- sen a sen c cos B (*), 

cos c = cos a cos b -f- sen a sen b cos C ( 3 ). 


Queste tre formole che sono per i triangoli sferici, 
ciò che sono per i rettilinei quelle del n°. 99. racchiu- 
dono implicitamente tutto le altre. 
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ia 3 . In fatti , per fissare le relazioni fra due lati, e 
gli angoli opposti ; dedurremo prima dalle tre addotte 
relazioni queste altre tre 


cos A = 


cos a — cos 6 cos c 
sen b sen c 


• • • 


( 4 ) 


cos B = 


cos b — cos a cos c 
sen a sen c 


( 5 ) 


cos G = cos c — cos a cos b 
sen a sen b 


( 6 ) 


Poi il valore di cos* A, che si ha dalla (4), sostituito 
nella forinola che siegue , ci darà 


seaAj=y~ (i — cos 


’A>=r(: 


’sen’6sen*i 


-'cosa — cosócosc)’^ 


sen* 6 seu* c 


siccome sen* b X sen* c = ( ì — cos* b ) ( 1 — cos’ c ) , 

sviluppando i calcoli e dividendo i due membri per sen 
a, otterremo finalmente 

sen — cos' a — cos 'b — cos*c-f -2 cos a cos b cos c) 

sen a sen a sen b sen c 

In questo secondo membro si scorge una funzione 
simmetrica dei tre lati a, A, c; la quale conservan- 
dosi invariabile , col solo cangiare nel i° membro A ed 
« in B e b, ovvero in G e c, ci dà 

sen A sen B sen C , v 

‘ s= r > • • » (7) 

sen a sen 6 sen c 


Da questa siamo istruiti , che in un triangolo sfe - 
rico i seni degli angoli stanno fra loro come i seni 
dei lati opposti : proprietà conforme a quella del num. 
08 riguardante i triangoli rettilinei, dedotta bensì ana- 
logamente all’ altra del num. 114. 

Ora dalla (7) dedurremo le tre eguaglianze. 

sen b sen A = sen a sen B , ... (8) 

sen c sen A = sen a sen C, ... (9) 

sen c sen B = sen b sen G , ... (io). 
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124. Per otiencr poi una relazione fra i due lati a, 
b, ed i due angoli A, G, uno dei quali non è oppo- 
sto, prenderemo le (1), ( 3 ) , e (9) le quali , includendo 
il sen ce cos c , oltre i quattro elementi in proposito 
a, b, A, C, dovranno assoggettarsi alla eliminazione di 
quelle due grandezze estranee al nostro scopo. 

Perciò, dedotto dalla (g) il sen c = SCn — r — — , 

7 sen A 

e questo sostituito nella (1), avremo 

, , , sen a . sen C » „ 

cos a = cos b cos c -f- sen b. . cos il , o 

sen A 

cos a = cos b cos c -f- sen a sen b sen C cot A, perchè 


„ » cos A 

cot A = 

sen A 

Sostituiremo qui il valore di cos c della ( 3 ) > ed avremo 

cos a = cos* b cos a -f- cos b sen a sen b cos G 

+ sen a sen b sen C cot A, 

o , trasportando cos 3 b cos a , e dividendo per 

sen a sen b, 

cot a sen b = cos b cos C -j- sen G cot A.... (li)* 


Dai soli cangiamenti di lettere otterremo ancora 

cot b sen a = cos a cos C -J- sen G cot B (**) 

cot a sen c = cos c cos B sen B cot A C 1 ") 

cot c sen a = cos a cos B + sen B cot C C 1 ^) 

cot b sen c = cos c cos A -j- sen A cot B ( * 

cot c sen b = cos b cos A -j- sen A cot G V 1 ®/ 

Relazioni composte di quattro elementi incapaci di mag- 
gior simplificazione. 

125 . Finalmente, per fisssare le relazioni fra uno dei 
tre lati a , b , c , per esempio a , ed i tre angoli A , 
B, G, combineremo le relazioni (8), (il), (i a ), hi 
modo da eliminarne b, c ne risulterà 


, sen b „ „ sen B 

cot a sen b = cos a =n cos a , 

sen a sen A 

similmente, 
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. » sen a , sen A 

cot b sen a = cos b — cos 6 . 

sen b sen li 

Questa trasformazione riduce le eguaglianze (n) e 
(12) a 

cos a sen B = cos b sen A cos C + cos A sen C , 

cos b sen A = cos a sen B cos C + cos B sen C ; 

e sostituendo in questa 1*. il valore di cos b sen A che 
ci dà la a*., otterremo 

cos a sen B = cos a sen B cos* C + cos B sen C cos G 

4 - cos A sen C ; 

equazione che non contiene che a, A , B , C ma può 
simplificarsi. A tale oggetto trasportiamo nel l*. membro 
cos a sen B cos* G sostituendo sen* C ad 1 — - cos* G , 
e poi dividendo per sen C , otterremo cos a sen B sen 
G = cos B cos G -f* cos A ; onde 

cos A = — cos B cos G + sen B sei\ C cos a . . . (17) 


/ 

E con un cangiamento avremo 

cos B = — cos A cos G + sen A sen C cos b (18) 

cos C = — cos A cos B + sen A sen B cos c (19). 


Queste tre formole sono analoghe, dal segno in fuori, 
alle (1), (2), ( 5 ), composte da A, a, 6, c; da B, 
a, b , c; da G, a, b, c; come lo sono queste da a , 
A , B , C , da b , A , B , C , da c , A , B , C. 

Osservazione. Sarà opportuno il far qui rilevare. 

1. Che in un triangolo sferico ABC ( fig. 41 ) un 
qualunque lato a è minore della somma degli altri due 
b 4- c. Poiché gli archi a ì b , c, sono la misura de- 
gli angoli al centro BOC , BOA , COA } ma un’ angolo 
qualunque BOG di questi tre è minore di BOA 4- GOA 
( t. 2. $ 89 ). Dunque sarà un qualunque lato a < 

b 4- c. 

2. Che la somma dei tre lati di un triangolo sferica 
è sempre < 4°° 0 - 

Sia ACB il triangolo sferico ( fig. 4 2 ), i di cui lati 
prolungali fino che s’ incontrino in D, punto opposto ad 
A , ci danno ABD 4 - ACD = 400°. 
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Ora essendo CB < BD -|- CD , 

addizionando AB -f- AC = AB -f- AC , avremo 
AB + AC + CB < ( AB + BD ) + ( AC + CD ), 
cioè a + b -f- c < 4°o'* 

ìafi. Ad alcune delle addotte relazioni potrà darsi 
una forma più comoda per il calcolo logaritmico me- 
diante le proprietà dei triangoli polari- 

Per polo intendiamo V estremità di un diametro nor- 
male nel centro del piano di un circolo massimo. E 
perciò un qualunque punto distante 100" da un’ arco di 
circolo massimo, lo riguarderemo come polo di que- 
st’ arco. 

Dato un triangolo sferico ABC ( fig. 43 ) > se faremo 
centro successivamente nei tre vertici A, B, C, e, ri- 
guardati come poli , descriveremo alla distanza di ioo° 
i tre archi di circoli massimi FE, FD, DE, questi for- 
meranno il triangolo EDF che si chiama triangolo po- 
lare del triangolo ABC , perchè anche i suoi vertici 
D , E , F , sono i poli degli archi a , b , c. Infatti il 
punto D che è comune agli archi , DE , DF , che di- 
stano xoo° dai poli respettivi B , C , dista anch’ esso ioo° 
gradi dall’uno e dall’altro polo di questi due archi, 
cioè tanto dal punto B che da C. Dunque D sarà polo 
dell’arco BC, ossia del lato a. Lo stesso raziocinio ha 
luogo per due punti E, F, rapporto ai lati b, c. 

Reciprocamente, i vertici A, B, C, del triangolo ABC, 
sono i poli dei lati d , e , f. 

Che se prolungheremo gli archi AB, AC, BC, fino 
che incontrino i lati del triangolo polare in A' , B' , ..., 
osserveremo che l’ angolo sferico 

A = B'G' = B'F + C'E — EF — 200° — EF , 

cioè che un angolo qualunque del triangolo sferico ABC 
è eguale a 200“ meno il lato opposto del triangolo po- 
lare ; e perciò , cognito questo lato ci sarà nota la gran- 
dezza dell’ opposto angolo polare. 

Similmente avremo per misura dell’angolo 

B = A'C = A'F + C'D — DF = 200* — DF , 
C = A'B' = A'E + B'D — DE = aoo° — DE, 
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ed A -j- EF = 200" , fì -f- DF = 200" , C + DE = aoo° 

vale a dire gii angoli del triangolo sferico ABC sono i 
supplementi dei lati d , e , f, del triangolo polare; e 
viceversa. 

Essendo gli angoli del triangolo polare i supplementi 
dei lati opposti del triangolo sferico , perciò vien dato 
al triangolo polare DEF il nome di triangolo suppli- 
mentario. E di qui che abbiamo 

A + B + C = 5 X 200“ — ( EF + DF + DE ) , 

cioè la somma degli angoli di un triangolo sferico 
eguale a tre mezze circonferenze meno la somma dei 
tre latt del triangolo polare. 

Dovrà dunque la somma degli angoli del triangolo sfe- 
rico essere costantemente minore di sei angoli retti , non 

f iotendo mai annullarsi la somma dei lati supplimentari. 
nfatti, rappresentando il massimo angolo sièrico polare 
con 200° — y , benclic sia y un’ angolo piccolissimo , 
pure avrà sempre una qualche grandezza. Dunque sarà 
sempre 

A + B + C< Goo". 

Siegue di qui che uu triangolo sferico, potendo avere 
due o tre angoli retti , due o tre angoli ottusi , differi- 
sce essenzialmente dal triangolo rettilineo che ha la 
somma degli angoli invariabile , cosichè , sottraendo da 
questa due angoli cogniti , si ottiene il terzo angolo 
incognito. 

Se i lati del triangolo sferico sono i supplitncnti de- 
gli angoli del polare, cioè se 

D = 200 — a, E = 200“ — b , F = 2oo° — c , 

e se d = 200 0 — A , f= 200“ — C , e — 200° — B, la 

forinola (1) diverrà, riguardo al triangolo polare 

cos d = cos f cos e -f- sen f scn e cos D, 

e ponendo in luogo di d , e, f D, i loro valori, osservan- 
do che cos d = — cos A , cos f = — cos C , cos e = — 
cos B , cos D = — cos a , avremo 

— cos A == cos B cos G — sen B scn C cos a , 

11 
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o cambiando i segni , e trasportando 

cos A + cos B cos C 

cos a = . . . 

sen B sen G 

II. Dei triangoli .sferici rettangoli. 

127. Osservazione preliminare. Benché in un trian- 
golo sferico possano supporsi i tre angoli A, B, C, retti 
tutti insieme ( quando i piani dei tre archi sono per- 
pendicolari fra loro ), pure si rende inutile il prendere 
in considerazione i casi nei quali il triangolo contiene 
due o tre angoli retti. Poiché se due angoli , per esem- 
pio, A e B, ( fìg. 44 ) fossero retti, i due piani AOC, 
AOB sarebbero perpendicolari fra loro , come lo sono 
gli altri due piani COB , AOB. Dunque gli angoli ret- 
tilinei COA , COB sono retti; cioè ciascuno dei lati a e 
b è di 100", e [>crciò devono essere retti gli angoli A c 
B. L’angolo C vien misurato dall’angolo rettilineo AOB 
o dal lato sferico c. 

Se i triangoli A, B, C, ( fig. 45 ) sono retti, i raggi 
OA, OB, OG sono normali fra loro , e perciò ciascuno 
dei lati a, b, c, è di ioo°. 

Dunque nell’ uno e nell’ altro caso non vi è alcun 
quesito a risolvere. 

128. Esaminiamo perciò un triangolo sferico BAC ( fig. 
46 ) rettangolo in A, e con gli altri due angoli o am- 
bedue, acuti , o ambedue ottusi, o acuto l’uno ottuso 
l’ altro. ( Questi atigoli si chiamano obliqui , ed il lato 
« ipotenusa). 

Per ottenere le formolo che ci diano la risoluzione 
di questo triangolo, supporremo A = ioo° nelle fomole 
già trovale , che qui richiamiamo , le quali racchiudono 
quest’ angolo, e noteremo quelle che sono analoghe. Avre- 


mo dalie formule, 

(1) cos a = cos b cos c . . . . (1)' 

(•8) sen b = sen a sen B. . . . (2)' 

(9) analoga sen c — sen a sen C. . , . ( 5 )' 

(il) cota sen b = cos b cosC,tang b — tang o cos G . . . . (4)' 

(i 3 ) analoga ! . . . . tang c — tang a cos B ... . ( 5 )' 
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( i 5 ) cot b scn c — cot B, o ung b — scn c tang B. . . . (6)' 


(16) analoga tang c = scn b lang C. . . . (7)' 

(17) cos a = cot B cot C. . . . (8)' 

(18) cos B = scn C cos b. . . . fg)' 

(ig) analoga cos G = scn B cos c . . . (io)' 


Tra queste 10 relazioni, 6 sono essenzialmente diverse 
e bastano per la relazione di tulli i casi che possono 
presentarsi. 

I2g. Osservazione. La formola (1)' si enuncia col dire 
il coseno deir ipotenusa è eguale al prodotto dei co- 
seni dei due lati dell’angolo retto ; e corrisponde alla 
relazione o* = b' + c ’ del triangolo rettilineo. 

Dalla (a)' apprendiamo che il seno di uno dei lati 
di un' angolo retto è eguale al seno dell' ipotenusa 
moltiplicato per il seno dell' angolo obliquo opposto a 
questo lato$ ovvero che il raggio delle tavole è al seno 
di uno degli angoli obliqui come il seno dell' ipote- 
nusa è al seno ilei lato opposto a quest ’ angolo obli- 
quo. Questa corrisponde alla b = a scn B del triangolo 
rettilineo . 

In un modo analogo si enuncieranno le {4)' c (6)', 
alle quali corrispondono le relazioni del rettilineo c = o 
cos B , b = c tang B. 

Le formolo (8)' , (9)' , (10)' non hanno le simili nella 
trigonometria rettilinea. 

§. III. Risoluzione di qualunque triangolo. 

i 3 o. Il quesito generale del n". i 55 si suddivide in 
, sci casi principali, potendo esser dati 

x°. I tre lati a, b , c, e cercasi A, B, C; 

a". Due lati a , b , V angolo opposto all' uno ile' due , 
A ; e richiedersi c , B , C ; 

3 “. Due lati a, b, t angolo compreso C; c doman- 
darsi c, A , B. 

4 °. Un lato a , i due angoli adjacenti B , C ; c vo- 
lersi b , c , A ; 

5 °. Un lato, a, un’angolo adjacente B, l’angolo 
opposto A ; c volersi b , c , C 3 


Digitized by Google 


164 

6°. Finalmente , i tre angoli A , B , C ; e doversi rin- 
tracciare i tre lati a , b, c. 

La risoluzione dei tre ultimi casi si riduce, in realtà , 
a quella dei tre primi , per mezzo delle proprietà del 
triangolo supplirne ntar io ; poiché quando è dato , per 
esempio , il lato a e gli angoli adjacenti B, C, del 
triangolo ABC , ( fig. 45 ) , allora 

D = aoo* — a , e = 200° — B ,f = 200 0 — C , 

cioè , i due lati , e 1’ angolo compreso dal triangolo 
supplimentario EDF sono dati. Ma dopo aver trovati , 
con la forinola relativa al terzo caso, i valori delle parti 
incognite D, E, F, di questo stesso triangolo ; se ne dedu- 
cono poi le parti 

A = 200 0 — d , b — aoo° — E , c = 200 0 — F del 
primo triangolo ABC. 

Similmente, se saranno dati gli angoli A, B, C, del 
triangolo ABC, verranno perciò ad esser dafi i lati d, 
e , f, del triangolo polare ; e dopo avere risoluto que- 
st’ ultimo triangolo con la forinola del primo caso , si 
dedurranno, dai valori di D, E, F, quelli di a , b , 
c ; poiché abbiamo 

a = 200' — D , b = 200 0 — E , c = 2oo° — F. 

È da ciò ebe siamo condotti alla interessante osser- 
vazione: che un triangolo sferico è egualmente deter- 
minabile o mediante i suoi tre angoli , o dai suoi tre 
lati; il che non ha luogo nei triangoli rettilinei, che 
restano affatto indeterminati dalla sola cognizione dei 
tre angoli. 

Senza esaminare in dettaglio ciascuno dei sei casi enun- 
ciati , ci limiteremo ad osservare che , per trovare i va- 
lori di tre cose date, convien ricorrere a quelle for- 
inole ,/ra le 20 che conterranno le tre quantità date 
ed una delle incognite separatamente. 

Quindi è che, per esempio, nel 3 °. caso, dato a, 
b , C, per ottenere successiva mente c, A, B, si pren- 
deranno, le formole ( 3 /, (7)', (8)'. 

Dalla formula ( 3 )' si ha il valore di 

cos c = cos a cos b -j- scn a scn b cos C ; 
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dalla (7)' cot A 


cot a sen b — cos b cos C . 

sen C ’ 


dalla (8)' cot B = 


cot b sen a — cos a cos C 
sen 0 


Per rendere questi tre risultati calcolabili coi loga- 
ritmi converrebbe sottoporli ad alcune trasformazioni , 
che faremo fra poco conoscere. 


$. IV. Risoluzione dei triangoli rettangoli. 

* 3 l. Il quesito generale relativo ai triangoli rctttan- 
goli sferici ha per oggetto: date due qualunque delle 
cinque cose a, b, c, lì, G, determinare le altre TUE; 
ed ancor questo si suddivide in sei casi diversi , cioè: 
essendo dati 

1°. T ipotenusa ed un lato ; 2°. i due lati ,• 

3 °. V ipotenusa è un'angolo obliquo / 

4 °. uri lato e V angolo obliquo opposto ; 

5 °. Un lato e F angolo obliquo adiacente ; 

6 1 *. Gli angoli obliqui-, deteterminare le altre parti. 

Per risolvere ciascuno di questi casi , convien pren- 
dere successivamente fra le dieci formolo relative al tri- 
angolo rettangolo quelle che racchiudono le due cose 
date , e l’ una delle parti incognite. 

Queste formole sono tutte immediatamente calcola- 
bili coi logaritmi; ma ci si presenta, come negli al- 
tri triangoli, un gran numero di casi dubbj , poiché 
alcune fra esse fanno conoscere i lati o gli angoli dai 
loro seni. 

i 32 . Conseguenza, generale. Riflettendo su quanto 

£ recede si vede che tutta la Trigonometria sferica è 
asata sopra un solo principio , cioè sulla proposizio- 
ne del n°. 122. Le conseguenze che se ne deducono 
formano altrettanti nuovi principi!, molti de’ quali pos- 
sono dimostrarsi direttamente con la Geometria; ma il 
camino da noi tenuto sembra da preferirsi perchè vi 
si vede riunito in un piccolo specchio quanto in que- 
sta parte di Matematiche vi è di essenziale a cono- 
scersi. 

Daremo fine a questo ristretto di Trigonometria sfe- 
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2 cos' f P = co S c-cos(a + M . 

seri a seri b 

onde co» ■- P = r (^c-co,(a + t)\ 

>■ a scn a sen b / 

Poniamo a -f- b = p, c = q ; ed otterremo 

cos c — cos ( a + b ) = cos q — cos p ; 

Ma abbiamo avuto 

cos q — cos p = a sen r (p ~h q ) scn f ( p — q ) } 
dunque 

cos c — cos (a+b) = a sen 7 (a-j-ò-f-tQscn-f (a+^ — e); 
c perciò , 

4 p _ -y- f sen t (a-f-ò-f-c) sen ~ (a-{-b — c)\ 

>■ sen a sen b / 

Si sarebbe trovato egualmente per mezzo del seno della 
sua metà , mediante la furinola 

scn 7 ( ò-f-c — a ) sen 7 (a+c — b) 
sen a sen b 


cos 


sen 


=r( 


) 


risultato egualmente semplice per calcolarsi coi logaritmi. 

Osservazione. Quando una delle parti incognite ci 
vicn data per mezzo del suo seno , conviene esaminare 
di qual natura ò questa parte incognita , poiché si sa 
clic ad uno stesso seno corrispondono due angoli diffe- 
renti. Da ciò appunto hanno origine nella Trigonome- 
tria sferica i casi (lubbj che esigono un' esame che ha 
le sue difficoltà. Questa ambiguità va a cessare qualora 
la parte incognita venga determinata dal suo coseno , 
dalla sua tangente o cotangente , perchè il segno che 
accompagna il valore di una di queste lince, fa conoscere 
la natura dell’ angolo. 
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C A P. Vili. 

SEZIONI CONICHE A CONO RETTO. 


EQUAZIONI 

Delle curve di secondo grado. 

l54> Esporre con equazioni la posizione di una curva 
come si esige dalle condizioni di un quesito , e coordi- 
nare quelle in modo che, ridotte aduna, dalla tradu- 
zione geometrica di questa , si ottenga la soluzione del 
quesito , è T oggetto dell * analisi delle equazioni delle 
curve di secondo grado. 

Non ci occuperemo in questo luogo che delle prin- 
cipali proprietà’ di queste curve. È nel quinto e se- 
sto volume ove la Geometria analitica a due e tre di- 
mensioni deve trattarsi con totale estensione. 

Premetteremo al nostro soggetto le seguenti nozioni. 

i35. Un punto sopra un piano viene a conoscersi me- 
diante due rette che ci danno la sua distanza da altre 
due rette fisse , e di posizione cognita sopra questo stesso 
piano, come sono le AX, AY ( fig. 1. ) alle quali vien 
riferito il punto M posto nel piano che esse formano. 

Qualunque distanza , come ÀD , del punto M dalla 
AY , si denomina ascissa di questo punto , e se ne in- 
dica con x 1’ algebrico valore ; mentre si esprime con y 
. qualunque perpendicolare, come DM, che fissa la di- 
stanza del punto M dalla AX , e si chiama ordinata. 

La x unitamente colla y diconsi coordinate. 

Le rette fisse AX , AY , alle quali vien riferito il 
punto M , cbiamansi Assi delle coordinate : ed AX ha 
il nome di asse delle ascisse , mentre ad AY si dà 
la denominazione di asse delle ordinate. 

11 punto A ove gli assi s’ incontrano vien riguardato 
per origine delle coordinate. 

Qualunque ordinata, come DM, sopra 1’ asse XX', 
si riguarda, per convenzione, come positiva , e qua- 
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lunquc altra sotto XX' , come d m si ha per negativa. 
Così , le ascisse prese da A verso X a destra di YY' 
si considerano come positive , e quelle da A verso X , 
poste a sinistra , come negative ( V edi t. 2. <$• 53 ). 

Premesso tutto ciò, introduciamoci nelle nostre ri- 
cerche . 


Equazione del cerchio. 

i 56 . Sia EMF il cerchio dato {fi g. 2. ) ed r il suo 
raggio; a e b siano le coordinate del centro C prese 
dal vertice A. La distanza di qualunque punto M della 
circonferenza del cerchio rapporto al suo centro C avendo 
per espressione ( t. 2. j$. 3 o. ) CM , o 

r= V (CD' + DM’) = y\ (x-a)’ + {y—b )■ ], 

essendo x ed y le coordinate del punto M ; potremo rap- 
presentare l’equazione generale di qualunque punto M 
della circonferenza riferito alle coordinate rettangole AX, 
AY, colla equazione 

(x-a)’ + (y-òy=r* (1) 

137. Se 1 ’ origine delle AX, AY, si volesse supporre 
nell’estremità E del diametro, annullandosi allora l’or- 
dinata 5 ; si ridurrebbe la (1) alla 

y' + ( * — a )’ = r' . 

E, poiché nel caso attuale a = r, sarebbe 

y’ = 2 r x — x’ = x ( 2 r — x) (2). 

l 58 . Finalmente , se P origine delle coordinate volesse 
supporsi nel centro C, è allora che la (1), simplifican- 
dosi maggiormente , perchè a e A si annullerebbero si- 
multaneamente, verrebbe a ridursi ad 

y + x' = r‘, o y z={r + x) (r— x)... ( 3 ); 

espressione analitica che ci ha già servito ( t. 2. p. 68 c 
6g. ) per determinare tutti i punti della circonferenza 
del cerchio. 

i 3 <j. Le tre costanti indeterminate a , b, r della equa- 
zione generale (1) verranno a determinarsi mediante tre 
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precisate condizioni del problema , siccome vedremo 
in quello che sicgue. 

140. Una circonferenza di cerchio debba farsi pas- 
sare per tre punti dati M' , M", M'" , ( fig. 5 .). 

Cognita che fosse la posizione del centro di un cer- 
chio sopra di un piano , ed il suo raggio r , e le coor- 
dinate p , q prese dal centro , sarebbe allora il cerchio 
completamento determinato dalla ( §. i 36 . ). 

.(*-/>)’+ = (i)- 

Richiedendosi però che il nostro cerchio soddisfi a 
tre condizioni , dovendo passare per tre punti M', M", 
M'« che ci vengono dati dalle rispettive coordinate co- 
gnite ( x 1 , y' ) , (*" , y" ) , ( x '", y‘" )-, quindi è che 
i valori delle costanti indeterminate p, q, r, dipende- 
ranno dalle tre diverse condizioni comprese dai tre punti. 
Ma questi tre punti , che devono trovarsi nella circon- 
lèrenza , ci danno le tre equazioni 

(*' —p )’+ (y — q )*=/■* i 

( *"-p Y+ (y"-qy=:r'\ (a). 

Dunque , dovendo coesistere il sistema delle quattro 
equazioni (1) e (a), si ridurrà la soluzione del quesito 
a dedurre dalle (2) i valori delle tre costanti indeter- 
minate p , q , r, in funzioni delle quantità note (V, y'), 
( x "y y" ) > ( x "' i y"‘ ) j P er P°i sostituirli nella (1). 

Dallo sviluppo delle (2) , e dalla successiva sottra- 
zione della i“. dalla a a , e dalla 3“. sviluppate, otter- 
remo le .... 

a(* ' — *") p + a (/ —y") q + *"* — x" +y"’ —y'‘ = o, 

a(*' — x'")p~ f- <i(y' — y'")q-\- x '"‘ — -by — y"~°> 

equazioni di primo grado in p ed in q , dalle quali si 
deducono facilmente i valori di p e di q. Questi , sosti- 
eni nella (x), ci daranno il valore di r. 

EQUAZIONE DELLA ELLISSE. 

141. L’equazione thè, dal costruirla, ci dà una curva 
tale che, da qualunque suo punto M {fig- 4 • ) con- 
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giunto da due rette coi due punti fissi F ed F' , risulti 
la somma delle rette di cogiunzionc MF + MF' eguale 
ad una retta costante AB, e appunto V equazione della 
curva chiamata Ellisse ( a ). 

I punti F , F' diconsi fochi , le distanze MF , MF' 
raggi vettori. 

Le due rette AB , ab che si tagliano ad angolo retto 
nel punto medio di FF' , cioè nel centro C , si deno- 
minano assi principali ; od anche AB asse maggiore 
attesoché è la maggior corda che possa condursi nel- 
l’ interno dell* Ellisse ; e per una ragione analoga pren- 
de ab il nome di asse minore. 

I punti A , B sono vertici del primo asse , ed a , 
b vertici del secondo. 

14 3 . Dalla costruzione stessa della Elisse si scorge ad 
evidenza che, essendo 2 t = AB = MF -f- MF' , la som- 
ma de ’ raggi vettori eguaglia sempre il maggior asse. 

Supponiamo adesso che il punto M nell’ incomincia - 
mento della formazione dell’ Ellisse si trovi in A 0 in B 
avremo 

AF + AF' = AB = BF' -j- BF , ossia 

a AF + FF' = a BF' -f FF' , onde AF = BF' , 

le distanze cioè dei fochi dai vertici A , B sono egua- 
li fra loro. 

145. Determinata in tal guisa la forma c la posizione 
dell’ Ellisse, rintracciamone l’equazione, la relazione 
óoc fra l'ordinata e P ascissa di qualunque suo pun- 
to riferito a due assi fasi ( t. 2 §. 55 )• 

Sia perciò AaBi un’ ellisse (fig. 5 . ) descritta attor- 


(<z) Dall’ addotto carattere delia Ellisse ei si rende agevole la 
sua meccanica costruzione , fissando le estremità di un filo o cor- 
dicella , di una arbitraria lunghezza AB sa 2 t , in due punti , 
F , F' posti in un piano a tal distanza fra loro che sia AB, o 
2 t > FF'. In seguito tenendo teso questo filo con un lapis 
o altro istromento che , scorrendo lungo il filo, si mova nel tempo 
stesso attorno i punti fissi F , F' , verrà così l’ istromento, dopo 
di aver fatte due mezze rivoluzioni , una sopra c l J altra sotto 
la FF' , ad aver descritta la curvo. A a Li b , che ha il nome di 
ellisse ( Fig. 4 ). 
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no i fochi F, F', c pongasi il semiasse maggiore AC = t, 
ed il semiasse minore a C = e , 1 ’ ascissa CD = a:' , e 
l'ordinata MD — y. 

Poiché , dalla generazione della curva , abbiamo 

a F' = 4 - AB = t , sarà ( t. a. (J. 36 . ) 

CF = CF' = y~ (aP-oC’)=f (« , -c’) = d, 

facendo cioè tP = t' — c\ Ma MDF , MDF' sono tri- 
angoli rettangoli in D ; dunque 

( FD’ -f MD’ ) , o jr [ ( d — x' y + y' ] = FM, 

( F'D* + MD* ), o fT [ ( d + *' )* +y' ] = F' M 

ciò 

r [ ( d-*)' +y ] + v e (<*+ *')’ +rì= 

FM + F'M =si ) o^[(d-z , )'+/] = 

a < — vx ( d + *' )* + y ] («) 

Dal quadrare i due membri della (*) , risulta 
t P — a d x 1 + x 13 + y' = 

4 <* — 4* KI (<* + *')*+ y'ì + d '+ 2£ **' + *'* +y * y 

trasportando e dividendo , avremo la 

f+ d X 1 = d + X 1 y + y' 

che, quadrata di nuovo ci darà 

f 4 + a dP x' + (P x 11 = <P t' 

+ 2 dCx' + fx , ' + ty, o 
e v* = P — d‘ P — • ( <• — d* > f' 1 
c sostituendo c* in luogo di P — d’ , sarà 



cioè y = £_ ( e — x 11 ).. . (1), 


1* equazione dell’ ellisse che ha 1’ origine delle ascisse 
nel centro C. 

144. Potendo attribuirsi alla x qualunque valore non 
maggiore di t, pongasi *'* = /* — c* , cioè x' = +: Y~ 
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( V — c* ). Se nella (1), in luogo «li x'", sostituiremo 
V — c„ otterremo 



Dunque , prendendo ( Jig . 6 ) 

x' = ~y ~ ( — c* ) = + CF = — CF', sarà 

y = GF = g F'. Ma y = +* ; 

t 

dunque le GG' , gg 1 , saranno le doppie ordinale eguali 
fra loro. 

145. I punti F, F', che chiamami fochi , determi- 
nati dal caso particolare di x' =fc +7 y~ ( f — c* ) me- 
ritano una particolar considerazione per le proprietà che 
loro competono. 

La doppia ordinata GG', o gg’, che per essi passa di- 
cesi parametro, ( voce che in greco significa egual misu- 
ra ) attesoché è dessa una lunghezza costantemente ter- 
za proporzionale alt asse maggiore ed alt asse mi- 
nore. Infatti , chiamando p il parametro , sarà 

J 4 _£_ _ 3 c X 3 C 

t a t a t 

onde H a t : 2 c : p. 

1 46. La distanza CF = CF' = -j- ( f — c % ) , che se- 

para i fochi dal centro C dell’ ellisse, dicesi eccentri- 
cità. Quando questa si annulla, è allora che, i due 
fochi coincidendo con il centro C , dandoci CF = CF' 
= o = ( c' — t' ) , dovremo avere c’ = f. Questa 

eguaglianza fra i due assi ci fa riguardare il cerchio 
come un? ellisse particolare. 

Quindi tutte le proprietà proprie dell’ellisse, dal sup- 
porre c = t , divengono comuni anche al cerchio. 

147- Dando adesso alla (1) la forma 

y* ? = c* ( C — x M ) , avremo la proporzione 
y : ( t + x' ) ( t — - x' ) : : c' : «*, ... (a) 
c conosceremo che nella ellisse il quadrato di qualun- 
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que ordinata sta al rettangolo delle ascissa, come il 
quadrato del semiasse minore stà al quadrato del 
semiasse maggiore. 

Questa proprietà caratteristica della nostra curva , 
c l’altra dipendente dalla sua costruzione, sono le fon- 
damentali dell’ellisse. 

148. Cbe se adesso indicheremo con x la AD ( fig 5 ), 
e sostituiremo nella (x) t — x in luogo di *' , pren- 
derà questa la forma 

( * tx ~ x')=px — £*’ (3), 

nella quale avremo un’ altra equazione della ellisse , di- 
pendente dal prendere 1 ’ ascissa dal vertice A dell’ asse 
maggiore AB. 

i 4 q. Si guidino ora dai fochi ad un qualunque pun- 
to M della curva i raggi vettori FM, F'M {fìg. ó ). 
Sarà 

i°. FM’ = FD’ + DM’ = ( CF — CD )• + y — 
y\(e~- c’)~ar» ]•+ . ** £ :r c ’ *' * = 

r. F'M’ = F'D’ -f DM’ = ( CF' + CD )• -f y = 
nv-c'ì + x’j + * - c .. ~ c x = 
y t + x'Vit' — c') j» 

Dunque, estraendo la radice c poi addizionando , avremo 
FM + F'M = 2/ 

c verremo accertati che la somma de' raggi vettori è 
sempre eguale all’ asse maggiore , come si era veduto 
nella costruzione stessa dell’ellisse ( $. 141 )• 

i 5 o. Se adesso porremo FM = z, CD = x 1 , e la di- 
stanza dal centro C all’ uno 0 all’ altro dei fochi , cioè 
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CF , o CF' = d , avremo , dal $. 56 del t.° a. a , e dalla 
(«) del jj. 14^ , 

z — Y [ ( d — x' y -f y*], e 
•2t-z=Y[( d+x' 

E perciò, quadrando queste due relazioni, 
z* = d* — 2 d x' -f- x" + y q , e 
4 — 4 ! tz-\-z' = d‘-j- 2 dar' -J- x 1 ' -fr- y*- 


Dal sottrarre la seconda dalla prima, sarò 
4 ( lz — f ) — — 4 dx 1 , onde 


z 



(4) , o FM = 


AC*— FC X CD 
AC 


i 5 i. Che se, invece di CD, prenderemo per ascissa 
FD = FG — CD = x" , e sostituiremo nella (4) d — x" 
in luogo di x 1 , risulterò 

t' — d(d— x") _ **_<? + dx" 

t t 

Ma <’ — d" = c’ ( 5. 145 ). Dunque avremo 

C* -j- d x" f r\ 

z = ! (0). 

t 

Le (4) e ( 5 ) potranno riguardarsi come due altre equa- 
zioni caratteristiche della ellisse. 

i 5 a. Se indicheremo poi con 9 V angolo MFD del tri- 
angolo FDM , e con 1 il raggio r, ferina restando l’al- 
tra indicazione di FM = z, avremo ( t. 3 ° §■ g 3 ). 

1 ; cos MED :: FM : x" ed x" = z cos 9. 

11 valore di x" , sostituito nella ( 3 ), ci darò 

* = ( 6 )-(°) 

t — d cos 9 


(a) L’ equazione (6) simile a quelle che derivano dal conside- 
rare le coordinate come originate dallo stesso punto , o polo (A*. 
t. 3. 126 ) della curva , si chiama 1’ equazione polare , ed è 

di uu’ uso frequente nell’ applicazione dell’ analisi all’ Astronomia. 
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i 53 . Che se l’angolo MFD, o , nel caso attuale, 
fosse retto , allora , essendo il cos sj = 0 , sarebbe come 
al $. 144, 



ove, t, e essendo i semiassi e z l’ordinata al fuoco, è 
evidente che la z è la metà del parametro, e che nella (7) 
abbiamo la stessa relazione già addotta. 

164. Richiedendosi adesso di tirare una tangente all’el- 
lisse in un suo dato punto M ( fìg. 7 ) , condurremo dai 
due fochi al punto MlcFM, F'M , producendo la F'M 
finché sia M G = M F. Condotta poi la G F , se colla 
M T divideremo 1 ’ ang. G M F in due angoli eguali , 
sarà la MT la tangente che si richiede. 

Infatti , se nel prolungamento T K della T M pren- 
deremo un qualunque punto e , e da questo condurremo 
le e G , e F , e b ' avremo, attesoché il triang. GMH = 
triang. F M H , la GH = FH , e 1 ’ ang. GHM = FHM 
( t. a. $. a 5 ). 

Siegue di qui che, nei triangoli Ge H, F eH, es- 
sendo GH = FH , H e comune , e 1 ’ ang. GHe = ang. 
FH e , debba essere e G = « F. Ma (t.° a.° <J. a) abbiamo. 

eF' + eG,o«F' + eF> GF' > MF + MF' 

perciò il punto e deve trovarsi fuori della curva , al- 
trimenti dovrebbe essere per la natura della elisse ( (J. 
149) e F' + e F = MF -f- MF'. Ma l’addotta disugua- 
glianza ha luogo per qualunque punto della TK, fuori 
che per il punto M ; dunque è evidente che la TK è 
tangente della curva nel punto M. 

i 55 . E poiché l’ang. TJVJF = ang. GMH === ang. KMF', 
sarà l’ ang. TMF = ang. KMF' , cioè gli angoli for- 
mati dai raggi vettori colla tangente sono eguali tra 
loro (a). 


(a) Per il noto principio d’ ottica , che l’ angolo (P incidenza 
è eguale alt' angolo di riflessione , risulta che i raggi luminosi, 
lanciati da un foco F , uell’ incontrar la curva ellìttica in qua- 
lunque suo punto , debbano riflettersi iu modo da riunirsi tutti 
nell’ altro suo foco F'. Ed è perciò che i punti F' , F si ckia. 
mano fochi , o punti comburenti . 
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l 5 G. Richiamando in questo luogo la proprietà gene- 
rale dell’ ellisse ( $• 145). 

AG*, o CG* : Ca“ :: AD X DB : DM (fig. 9 ) col so- 
stituirvi DM" invece del corrispondente valore, ADxDB 
(t.° a. 0 5 a ), avremo 

CG* : C a* :: DM' 5 : DM* , o DM' : DM :: GG : C a 


e conosceremo che le ordinate del cerchio circoscritto , . 
e deir ellisse , corrispondenti alla medesima ascissa , 
sono fra loro come il semiasse maggiore è al semias- 
se minore. 


\ bq . Quadratura dell’ ellisse. Se le estremità delle 
ordinate , comuni all’ ellisse ed al cerchio circoscritto , 
si riguarderanno come vertici degli angoli ( fig . 10 ) dei 
poligoni BMM'M" . . . , BNJN'K" . . . iscritti a queste due 
curve , avremo per misura di un qualunque trapezio PP' 
NN' 


PN + P'N> p, }j 0 L±2' 


(* — *') = T'. 


Così la misura del trapezio PP'M'M sarà 
PM + PW; (pp»^ 0 y + ( * __ X ' ) — t » 

a a 


Ma ( $. i 56 ) Y : y :: Y' : y' :: t : c; 
E perciò ( t.° i.° ìao ) 


Y + Il : ZJtll :: t : c :: V : tf, onde Y = 1 
a a t c 


Similmente per altri due trapezj corrispondenti T", 
, risulterà 


q/i 

1F 


— ; e cosi in seguito, 

c 


Dunque , indicando con P P area del poligono 
BNN'N". .. , e con p quella del poligono B M M'/n". . 
avremo (t.° i.° ìao), attesa P eguaglianza de’ rapporti 



1^8 

T' + T" + T'" + ... _ P _ t 

H + t> 4 . + . . . ~ p c ' 

Questa relazione si verifica , qualunque sia il numero 
dei lati di questi due poligoni. E siccome , quanto più 
questi lati cresceranno in numero tanto meno la somma 
T' -J- T" + T'" -j- ... differirà dall’ area E del cer- 
chio , e la somma t' tf' + f" -f* ... diversificherà 
dall’area e dell’ ellisse; perciò l’addotta relazione , esi- 
stendo ancora per i limiti delle t lue aree , i quali altro 
non sono che la superficie dell’ellisse e quella del cer. 
chio, ci darà finalmente 



1 , cioè e = 

c 


c E 
t 


e conosceremo cosi che /’ area deir ellisse eguaglia quella 
del cerchio circoscritto moltiplicata per il rapporto del 
semiasse maggiore. Ma l’ area del cerchio circoscritto 
ha per espressione n V ( t.° 2.° $ 74 )• Dunque 
sarà e = ic t c) 

cioè V area di un' ellisse è eguale al prodotto dei suoi 
semiassi moltiplicato per il rapporto della circonfe- 
renza al diametro. 

Siccome questo rapporto « non si ottiene che per ap- 
prossimazione , ne siegue clie l’ellisse , come il cerchio , 
non sia esattamente quadrabile. 


EQUAZIONE DELL’IPERBOLE.. 

l 58 . Sia AB una linea retta ( Jìg. 11 ) nei di cui pro- 
lungamenti vengano fissati due qualunque punti f ' , F ad 
eguali distanze da A e da B. 

Se dai punti F' , F , condurremo due rette la di cui 
differenza sia eguale ad AB , cioè L'M — FM = AB, 
il punto M ove queste rette s’ incontreranno , sarà il luogo 
geometrico , cioè a dire la posizione di uno dei punti 
spettante alla nostra curva. Guidando poi dalli stessi punti 
F', F, altre rette, fra le quali si conservi sempre la 
stessa differenza AB, nella riunione dei loro successivi 
punti d’intersecazione avremo la curva MBG, chiama- 
ta Iperbole. 
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Che se due rette, partendo dai punti F', F, si ri- 
volgeranno in direzione opposta a sinistra , eoo la me- 
desima operazione, ci daranno l’altro ramo E'AE del- 
l’ iperbole. 

Guidiamo adesso la YY' perpendicolare ad AB per 
il centro C medio di AB. Prendendo in questa ab per 
asse, ed operando in un modo affatto simile a quello 
che ci ha dato i due primi rami dell’iperbole, si ot- 
terrebbero altri due rami e'aa , gbm. (a). 

I punti F', F sono i fochi della curva; e diconsi 
raggi vettori le rette F'M, FAI; e le rette AB, ab 
si chiamano assi principali , od anche AB , asse pri~ 
mo , ed ab asse secondo. Le denominazioni rii asse mag- 
giore e di asse minore sarebbero improprie attesoché le 
AB , ab possono avere ira loro una qualunque rela- 
zione. 

i5g. Se adesso il punto medio C della distanza F'F, 


(a) La genf razione di questa curva ci presenta un pronto me- 
todo per descriverla meccanicamente con punti. 

Partendo dal punto C, medio di F'F, dovranno prendersi' 
due distanze CA , CB {fig- li ) eguale ciascuna a / ; i due punti 
A, e B apparterranno alla curva, poiché, per costruzione, 

BF = AF* , onde AF — AF' == AF — BF = AB, 
e BF' — BF = BF' — AF' = AB. 

Otterremo gli altri punti della curva segnando sopra la CF , 
a destra del punto F, un qualunque numero di successivi pun- 
ti LL' ...., poi, dai punti F' , F, come centri, con i raggi 
AL, BL, descriveremo successivamente due circonferenze che 
si taglino in M, G, otterremo così due punti, della curva; 
poiché, unendo il punto IVI coi punti 1 ', l 1 , avremo 

F'M — MF = AL — BL = a l = Ali. 

Reciprocamente, dai punti F, F' come centri , e con li stes- 
si raggi , descriveremo due circonferenze in senso opposto che 
ci daranno due nuovi punti E' , E , simetrici ai punti M, G, 
rapporto alla perpendicolare ab. Prendendo in seguito le altre 
distanze R' .... dai fissati punti della prolungata CF , ed ope- 
rando in egual modo, otterremo la curva composta di due ra- 
mi eguali ed opposti MBG, E'AE che si estendono indefini- 
tameute c a destra del punto B ed a sinistra del punto A , lau- 
to sopra che sotto la retta AB. 
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verrà preso per origine delle ascisse x' , facendo CF 
= d, avremo 

FM* = F'D* -f DM’ ed FM* = DF’ DM * onde 

F'M ] , FM «= V [ ( d — *' y+y ]; 
ma F'M — FM = AB = a t, e perciò 
a tz=y~ [ V [ ( d — x ' T+y 1 ovvero 

y~(d‘+ a dx 1 + = a t + V'l(tl — x l )'+y ] 

ora questa equazione quadrata nei suoi due membri , 
e semplificata, ci dà 

ty~ (d? — 3 (ir' + *' , + y ) = dx' — ora quadrando 

di nuovo, e riducendo, avremo 

t'y % ssa x" (d* — ?) — t* (d> — f). 

Facendo d* — t' = c 2 , otterremo , mediante tal 
sostituzione , l>er equazione della nostra curva , quan- 
do l’ origine delle ascisse venga presa dal centro C del- 
l’ iperbole , 

<*y* = c» (*" — *•), <>y'=£ (**• — <■)•••• (0 

ed y = jr-^r(*' , -^) = ' H ~ V 

Si scorge qui che, quanto più cresce x 1 e diminuisce 
perciò il valore di IL , altrettanto il valore di y si ap- 


prossima sempre più a divenire 
eguale a 1 1 -r **' 

L 

Che se attribuiremo ad x 1 un valore più grande di 
qualunque numero dato , divenendo *' = oo , e perciò 

annullandosi il termine — diverrà 
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cioè eguale all’ ordinata del sistema delle due rette 
S'R ed S R' , che diconsi assinioti (a). 

Che se, denotando BD con x, sostituiremo nella (1) 
x -f- t i* 1 luogo di x' , questa si trasformerà nell’ altra 

y* — y ( a tx + *’) =px+ £-. *• .... (2), 

che sarà l’equazione dell’iperbole quando l’ascissa BD 
venga presa dal fine del primo asse AB. 

Si suppone qui il secondo asse ab = 2 c. 

160. Riducendo la (2) in proporzione, otterremo, col 
prender gl’ interi assi invece della loro metà 

AB* : ab * :: AD X BD J DM*j 

e conosceremo che i quadrati degli assi primo e se- 
condo stanno fra loro come il rettangolo delie due 
ascisse al quadrato dell ’ ordinata che le determina ( 6 ). 

Proprietà che, unita a quella che risulta dalla co- 
struzione della curva in questione, ci dà le due fon- 
damentali proprietà dell’ iperbole , dalle quali derivano 
altre molte. 

Che se T iperbole sarà equilatera , cioè se sarà l’asse 
AB = all’asse ab, nel qual caso, essendo AB* = ab, 
dovrà essere il rettangolo Ai)_ X DB = DM* , cioè y* = 
3 t x -f- 

161. Che se adesso per il vertice B della curva ( fig. 
12 ) condurremo la ah perpendicolarmente al primo se- 
miasse CB , cosicché sia a B = BA,(aB,oB h diccsi 


[a) La voce assintoto , che in greco significa non-coinci dente, 
esprime quella retta che, passando per il centro C dell’iper- 
bole , si accosta sempre più a questa curva, senza concorrer con 
essa, che ad una distanza infinita. 

( ò ) Osserveremo qui che se, come nel caso dell’ellisse, una 
levigata superficie verrò situata tangenzialmente alla curva nel 
punto M , il raggio FM di qualunque corpo perfettamente cla- 
stico, proveniente dal foco F, dovrà riflettere colla direzione 
MF' nell’altro foco F'« 


4 
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semiasse conjugato ), e guideremo la m M Pera paral- 
lela ad ah , otterremo dall 5 equazione della curva ( §. 
l5g ) ridotta in proporzione , 

CB 4 : B a* :: CP 4 — CB 4 : m P\ 

Ma, dai triangoli simili CB«, CP/ra, abbiamo ancora 

CB 4 :Ba‘ :: CP 4 : m P* ( t. 1. §. 114). 

CB* : B a’ : : CP 4 — CB 4 : in P 4 — B a 4 , perciò 
MP* = raz P 4 — B a 4 , c B a* = m P* — MP* 

E siccome MP’ = P e 4 , ed rat P 4 = ra P 4 ; 
sarà dunque 

raiP* — MP 4 == (m P + P e) (m P — P e) = me X ne. 

Così dai triangoli simili «IIB, m FM , e dagli altri 
simili BK/z, MGra , risulta 

IIB : Ba :: FM : razM, o era; e 

KB : B h, o Ba :: MG : Mra, o eraz; 

ora dal moltiplicare i corrispondenti termini di queste 
due proporzioni , avremo 

IIB )< KB : Ba 4 ” FM X MG : em X era. 

•é • 

Dunque , essendo Ba* = em X era, otterremo 

FM X MG = HB x KB. 

Ma il rapporto fra i triangoli equiangoli (t. 2. <$. 40) 
avendo luogo ancora fra i parallelogrammi equiangoli 
GF, HK, perciò saranno questi come i rettangoli l'M 
X MG ed HB X KB (t. 2. §. 70 ). 

Ciò che si è dimostrato riguardo ai due parallelogram- 
mi GF, HK, avendo luogo per qualunque parallelo- 
grammo o rettangolo incluso fra gli assintoti Craz,Cra, 
e l’iperbole MBe, e formato delle rette FM , GM , HB, 
KB, perciò saranno fra loro tutti i parallelogrammi di 
tal’ indole come i rettangoli formati nell’ indicala ma- 
niera. 

Siegue di qui clic 1 ’ assintoto Craz si approssima sem- 
pre verso la curva senza mai incontrarla, come fu già 
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avvertito nella nota al fi. i5q. E poiché qualunque pos- 
sa essere la lunghezza del rettangolo GF, essendo sempre 

F1I = H -.*- K .P , 

MG * 

perciò dall’ essere I1B X KB costante, bisogna che FM 
abbia sempre una certa lunghezza, che allora va ad an- 
nullarsi quando diviene MG = oo . 

Osservazione. Se le ascisse e le ordinate di un’ iper- 
bole verranno riferite ad uno dei suoi assintoti piutto- 
sto che agli assi principali , la proprietà ora addotta 
verrà espressa da una equazione più semplice- 
in fatti , posto HB , o CK = a , KB = b , 

GM, o CF — x, GG, o EM =y, sarà 

xy = ab , o a : x II y : b , 

e conosceremo che il retltangolo dell’ascissa ed ordina- 
la ha sempre la stessa grandezza , ossia che qualunque 
ordinala alP asse condotto dal vertice degli assintoti 
è in ragione reciproca della sua • ascissa. 

i6a. Inoltre se le ascisse (fig. l5 ) CD, CE, CF,. 

. . . , di un’ iperbole KBG1I vengano prese in uno de- 
gli assintoti CF in una progressione geometrica cre- 
scente , le ordinate DB, EG, FH, . . . . , parallele al- 
l’altro assintoto CL, saranno in una progressione 
geometrica decrescente , ed avranno colle prime la 
stessa ragione. 

Poiché, da quanto si è dimostrato (fi. 161 ), lutti i 
rettangoli CD X DB, CE X EG, CF X IIF, . . - - , es- 
sendo eguali, le ordinate DB, EG, HF, saran- 

no reciprocamente come le ascisse corrispondenti CD , 
CE , CF , . . . . Ma queste sono fra loro in ragione geo- 
metrica crescente; dunque le ordinate avranno Ira loro 
la stessa ragione , ma decrescente in ordine inverso. 

Non è qui dove deve da noi addursi il metodo per 
determinare l’area della iperbole. 
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EQUAZIONE DELLA PARABOLA. 

l63. Sia F un punto dato in un piano , cd E G E' 
una retta di posizione data nello stesso piano (Jìg. 14 ) 
o se supporremo che nello stesso piano si muova il punto 
D in modo che la sua disianza dal punto F si conservi 
sempre eguale alla perpendicolare calata dallo stesso 
punto D alla retta data E G E', che chiamasi diret- 
trice\ i luoghi successivi del punto D costituiranno una 
curva cui si dà il nome di Parabola (a). 

Fisseremo fin d’ora, che il punto F dicesi foco , ed 
il punto A vertice della curva , che dista tanto dal foco 
F quanto dalla direttrice E G E' ; che la retta AH die 
dal vertice A passa per il foco F si denomina asse della 
parabola ; finalmente che la doppia ordinata 
che normalmente all’asse passa per il foco assume il 
nome di parametro. 

Premesso tutto ciò facciamoci a rintracciare 1’ equa- 
zione della parabola. , 


(a) Presentiamo qui la maniera di descrivere meccanicamen- 
te la parabola con il continuato movimento di una squadra R 
Q V, il di cui Lato R Q in coincidenza {fi?. i5. ) con la li- 
nea dirttlrice LL' ( chiamata forse così perchè serve di direzio- 
ne al movimento del lato R Q ) si faccia scorrere lungo LL' 
cioè sempre in coincidenza con l.L'. Net punto F del piano L 
Q' V' , e nel punto V della squadra, si fissino le estremità di 
un filo eguale in lunghezza all'altro cateto Q V della squadra. 
Questo filo , tenuto teso con un lapis , segnerà la traccia che 
è forzato a percorrere atteso il successivo movimento della squa- 
dra ; traccia che sarà la richiesta parabola. 

Infatti , da qualunque posizione Q R V della squadra abbia- 
mo FM + MV = QM + MV, onde F M = Q Al. 

Quando la squadra sarà nella posizione Q'R'W * cosichè Q'V' 
passi per il punto F, ripiegandosi allora il filo parzialmente 
su di se stesso da F in A , sarà il punto A vertice della cur- 
va ; poiché abbiamo 

FA + AV' = AQ' + AV', onde F A = AQ'. 

Per delincare la parte iuferiore, basta inverterc la posizione 
della squadra. 

Da questo metodo non otteniamo che una curva limitata , c 
tanto più graude quanto il lato Q V è piu lungo. 
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164. Sia nella parabola MAN (fig. 16 ) il parametro 
DII = p, V ascissa AP = *, 1 ’ ordinata PK = y , e si gui- 
di la FK. 

Poiché, dalla descrizione della curva, 

±p = FD ss DE" = FG = a AF , sarà 
AF , ovvero AG = f p. 


Inoltre , essendo FK = KE = PG , avremo 
PG = x + AF = a; + ~p, ed FP= a? — AF = a? — 7/». 
Ma , dal triangolo EPK, abbbiamo PK* = FK* — FP* , 

cioè y* = (* + xP )' ~ ( — ìPY’ 

Dunque , quadrando questa relazione , risulterà 

PK* = (** + ip x + -ÙP') — ( ** — ip x + ~p'\ 
o y* = p (1). (a) 


Sarà la (1) l’equazione cercata per la parabola, che 
ci farà conoscere che il parametro p è terza propor- 
zionale alt ascissa ed alt ordinata , come nell’ ellisse 
e nell’ iperbole. 

1 65 . Da qualunque altra ascissa , come AQ = X, e 
dalla sua corrispondente ordinata MQ = Y, avremo, at- 
tesa 1* addotta proprietà , 

Y'=pX; ma si è trovato y'=px- y 
dunque, dal confronto di ambedue, avremo 
px : p X ;; y' : Y* , o * : X y’ : Y* (2) , 

e conosceremo che le ascisse sono fra loro come i qua- 
drati delle corrispondenti ordinate. 

166. In simil guisa, fatto AG, o AF = d t 


FP = *', FK = z, c l’ang. PFK = <p, 


troveremo z = ad +• x 1 .... ( 3 ). 


1 


(a) Da questa equazione apprendiamo che la parabola è un 
ellisse elle ha l’asse maggiore infinito. La curva eliilica è. quel- 
la appunto che descrive uu projeilile lanciato nel vuoto, come 
ai dimostra in meccanica. 
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Siegue di qui , come al ( ($. 9 3 - ) 

l : z :: cos 4 : onde x' = z cos q 

Il valore di x 1 , sostituito nella ( 5 ) , ci darà 


z = a d z cos 


a d 

o z = — - ; 

1 cos 9 


( 5 ). 


per 1’ equazione polare della parabola , ove avrà luogo 
il + o il — secondo che l’ ordinata PK sarà più vicina 
al vertice A di quello che lo sia il foco , ovvero ne sa- 
rà più lontana. 

167. Richiedendosi adesso di tirare una tangente ad 
un dato punto li della parabola ( fig • 17 ) , dovrà unir- 
si il punto E con il foco F , e condursi per E la I 1 ED 
perpendicolare alla direttrice DBD' , e perciò parallela 
all’ asse AK (a). Quindi bisecando l’ang. FE.D colla ET , 
sarà la ET la tangente che vicn richiesta. 

* In fatti , se qualunque altro punto E' della ET vo- 
lesse supporsi tangenziale, allora da questo punto E' 
guidata la perpendicolare E'D", c condotte le E'D, 
E'F , DF , risulterebbe dai triangoli ED(J , EFG ( t. a. 
§. a 5 . ) DG = FG , e l’ang. EGD = ang. EGF ; inol- 
tre , siccome le E'G, GD del triangolo E'DG sono ri- 
spettivamente eguali alle E'G, Gt , del triangolo E'G 1 ‘, 
e gli angoli in G sono eguali, sarà E'D = E'F. Ma dal 
triangolo E'D"D rettangolo in D" abbiamo E'D, o E'F> 
E'D"j dunque il punto E' deve trovarsi fuori della 
curva , altrimenti sarebbe E'F = E'D". E siccome ha 
luogo un raziocinio consimile per qualunque altro pun- 
to preso nella ET, eccetto che per il punto E; dun- 
que il solo punto E si trova nella curva, ossia la Ef 
è tangente alla curva in E. 

168. Da quanto si è detto fin qui ci si rende agevole 
la determinazione del punto T, ove la tangente ET in- 
contra il prolungamento dell’asse {fig. 17 ). 


(a) Qualunque retta EH condotta dentro la curva parallela- 
mente all’asse A.K. si chiama diametro della pantl/ola. 11 pun- 
to E, ove il diametro incontra la curva , diccsi vertice del 
diametro. 
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In fatti, guidata la MED parallela ad AK , ossia per- 
pendicolare alla direttrice , e condotta la EG' perpen- 
dicolare ad AK, avremo l’ang. DET, o il suo eguale 
TEE, eguale all’ang. ETF, e perciò FT = FE. Ma, 
dalla natura della curva, FE=ED = G'B} dunque 
FT = G'B. Che se da questa eguaglianza sottrarremo 
le rette eguali AF , AB , resterà AT = AG' ; c cono- 
sceremo così, che la sottotangente G'T di una qua- 
lunque parabola EAL è doppia delC ascissa AG'. 

E siccome FT = FE , e Bang. KET è retto, sarà 
il foco F il centro di un circolo che passa per i pun- 
ti T, E, K; e perciò le FT, FE, FK saranno egua- 
li fra loro. Ma poiché FE = G'B = G'F -f- a FA , ed 
FK = G'F + G'K , sarà G'F -f- 2 FA = G'F + G'K , 
cioè G'K = 2 FA. Da ciò si vede che la sottonormale 
G'K è costantemente doppia della distanza FA dal 
foco al vertice , ossia che eguaglia la metà del para- 
metro della parabola. 

Siegue di qui che in tutte le parabole, che hanno 
lo stesso vertice e la stessa ascissa , debbano le loro tan- 
genti incontrarsi nello stesso punto dell’ asse (a). 

169. Quadratura della i*arabola. Dalle estremi- 
tà M, M', M", (fg. 18) delle ordinate PM, 

P'M' , P"M", .... guidiamo le rette parallele fra loro 

MN, M'JN', M"N" all'asse delle x, ed uniamo 

i punti MM', M'M", ... Con ciò avremo un poligo- 
no MM'M" .... B, inscritto alla parabola. Ora, essen- 
do xy , x' y' , x"y" , ..., le coordinate rispettive dei 
punti M, M', M", ...., avremo, dalla proprietà della 
curva ( <j. 3 i ) , 

y'=px,y , ~px',y" , —px", ..., (m). 


(a) Poiché KE (fig. 17)0 perpendicolare alla curva in E , 
ossia alla tangente ET, e Bang. KEfl = •ang. EK.T, si scor- 
ge. per il priucipio ottico già addolco, che se la parte conca- 
va della paràbola fosse una levigata superficie, tutti ì raggi lu- 
minosi ( come I 1 E , .... ) che andassero a percuotere questa su- 
perficie parallelamente all’ asse AK (supposizione che ha luogo 
riguardo ai raggi solari attesa la loro immensa distanza ), ver- 
rebbero riflessi ucl foco o punto luminoso E. 
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Ciò posto, le aree dei trapezj interni PM', P'M",..., 
saranno ( t. 3. <$. 72 ) 

-LiZ! (* — * , ) = S, (x' — x")= S',... 

e le aree dei trapezj esteriori NM' , N'M" 


i±^( r -y) = ,,i±^ (y— y) = s'... ;gnde 

= Cr+y) (*-*') S' _ (y>+y»)(x'—x") 

(. y-rO (*+*') * s' (y'—y" ) (*'+*") * ' * ’ 

Ora, dal sottrarre la 3 .* delle (/») dalla 1/ abbiamo 

v— *'^ y — y _ ir +y ) (r — y ) 

p 

Questo valore di a: — x 1 sostituito nel primo dei pre- 
cedenti rapporti, ci darà 


S^ly+S? („) 

s p( x+x) 


che 


Ora , potendo prendersi il punto M' così prossimo al 

S rnnto M quanto a noi piacerà, ne siegue che le dif- 
ferenze x — x? ed y — y‘ possono essere anche minori 
di qualunque numero assegnabile , e che perciò 1 ’ espres- 
sione del rapporto ( ricordandoci che y* = px , e 
nella («) diviene y + i y' = 3 y, x + x' = 2 x ) 

— dovrà avere per limite = 2 JL = 2 . 
s 2 px p x 

Dunque la medesima ipotesi che ci ha dato 

S * S' S" 

— = 2 , dandoci egualmente , __ = 3 , _ = 2 , 


otterremo S + S* + S" -f- a< 

S -f S f + S H + . . • . 

Ma il numeratore S -f- S' -f- S" ... esprime, nell’ipo- 
tesi attuale, l’area A del segmento parabolico MM'M" 
...BPM, mentre il denominatore rappresenta l’area 


n 

\ 
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A' dello spazio rnisùlineo MM'M" .... BNM j perciò 
queste due aree riunite costituiscono quella del rettan- ' 
uolo circoscritto BPMN. Avremo dunque l’area totale 
ISl* di questo rettangolo espresso da 

A -f. A'. Ma = a ci dà A' = — . Dunque 
A' a 

N P = là ci darà A = § N P , 
a 5 

e conosceremo con ciò, clic Farea A dello spazio pa- 
rabolico BPMB eguaglia due terzi del rettangolo NP 
circoscritto ; c che perciò la parabola è una curva esat- 
tamente quadrabile. 

170. Osservazione l.* Il cerchio, l’ellisse, l’iperbole, 
e la parabola sono curve di secondo grado o di se- 
cond’ ordine , perchè le loro equazioni racchiudono le 
seconde potenze delle variabili. 

Queste curve furono in origine chiamate sezioni co- 
niche , perchè in fatti dalle cinque diverse direzioni , 
che possono darsi ad un piano secante un cono risul- 
tano le note quattro curve, dandoci la quinta sezione 
un triangolo. 

Supponiamo , in prima , che nel cono retto BSG a 
base circolare (Jìg. 20 ) la generatrice BS, in tutte le 
sue successive posizioni , venga prolungata dalla parte 
del vertice S. I suoi prolungamenti genereranno un se- 
condo cono B'SC' che avrà lo stesso vertice S del pri- 
mo cono , e per asse SA' che sarà il prolungamento 
di AS. Ciò posto: 

1. ® Se il piano secante passerà per l’asse dei coni, 
la sezione non ci presenterà che due triangoli a ver- 
tici opposti: 

2. ® Se il piano secante bc ( jìg . ig. ) sarà parellelo 
alla base BG del cono rètto, la seziono sarà un cer- 
chio : 

5 ." Se taglierà i due lati SB, SG obbliquamente al- 
1’ asse , la sezione sarà uri ellisse : 

4. ® Se passerà parallelamente ad uno dei lati del co- 
no (Jìg. ao ) la sezione sarà una parabola : 

5 . ® Finalmente, se questo stesso piano secante taglie- 
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rà i due coni a vertici opposti BSC, B'SC', senza pas- 
sare per il vertice comune S , la sezione sarà un' i- 
perbole. 

\rj i. Osservazione 2.* Nella curva del terzo caso, at- 
tesoché i! quadrato dell’ ordinata è sempre minore ( (J. 
148 ) del rettangolo compreso dal parametro e dall’ascis- 
sa, fu appunto per tal ileficenza di eguaglianza che 
questa curva venisse chiamata ellisse ; voce che in gre- 
co significa mancamento. 

Dall’esatta eguaglianza ( $. 164) tra il quadrato del- 
l’ordinata ed il rettangolo compreso dall J ascissa e dal 
parametto della curva del quarto caso ( eguaglianza che 
non si avvera in vcrun’ altra sezione del cono ) fu in- 
dotto Appollonio a dare a questa curva il noine di pa- 
rabola , che in lingua greca significa eguaglianza. 

Finalmente, la curva del quinto caso, in cui il qua- 
drato dell’ ordinata è sempre maggiore del rettangolo 
costituito dal parametro e dall’ascissa ( i 5 g ) fu ap- 
punto per tale eccesso che venne denominata Iperbole ; 
vocabolo che significa esuberanza . 

Tanto basti per l’oggetto che ci siamo proposto nel 
dare in quest’ ultimo capitolo un compendioso saggio 
sulle curve, che serva a completare questo terzo volu- 
me per uso delle Scuole secondarie. 


Fine dei< tomo terzo. 
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